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G eom etria d ifferenziale. —  Strutture di Finsler sulle varietà quasi 
complesse. N ota di G io v a n n i  B a t t is t a  R iz z a , p re sen ta ta n  dal 
Corrisp. E n z o  M a r t i n e l l i .

1. L ’esistenza di stru tture di tipo diverso su di una medesima varietà 
dà sempre luogo a problemi di confronto. In questa Nota, che riassume alcuni 
risultati recenti (I), sono considerate, su di una varietà reale £°° di dimensione 
pari, stru tture  di Finsler e stru tture quasi complesse.

In trodotta una opportuna definizione di compatibilità tra  i due tipi di 
strutture, suggerita da considerazioni geometriche (Dx, ri. 4), è segnalato un 
procedimento che perm ette di pervenire sempre a stru tture compatibili 
(T i, n. 5).

Le stru tture di Finsler compatibili con una stru ttura  quasi complessa 
della varietà appaiono una generalizzazione delle ordinarie stru tture quasi 
hermitiane e pertanto possono dirsi strutture di Finsler di tipo quasi hermi- 
tiano (n. 6).

Il teorema T2 del n. 8 dà una caratterizzazione geometrica di queste 
strutture, precisando la natura dei corpi convessi che esse definiscono in ogni 
spazio tangente.

Il teorema T 3 del n. 9 segnala poi che, nell’ipotesi di compatibilità, le 
determinazioni metriche finsleriane dipendenti dalla considerazione di un 
elemento di appoggio risultano invarianti rispetto all’isomorfismo fondamen
tale definito dalla stru ttu ra  quasi complessa.

Infine, ai nn. 7, 10 sono raccolte alcune osservazioni complementari.

2. Sia V 2n una varietà dotata di una struttura quasi complessa, indicata 
con c. Sia poi qc un punto di V2 n , T* lo spazio tangente nel punto J l’iso- 
morfismo in T x definito da c.

In virtù di una osservazione generale di E. Martinelli, la stru ttura  quasi 
complessa c di V2  ̂ determina canonicamente su ogni faccetta caratteristica

individuata dai vettori % , Jì; e E ) ,  alcuni elementi metrici (2*. Preci
samente, se :
(1) \  cos 9 +  sin 9 (o <C 9 <  2 7u)

si può dire che E e ^ hanno la stessa lunghezza e che 9 è il loro angolo. Scelto 
arbitrariam ente in h |  un vettore non nullo come vettore unitario, resta per-

(*) Nella seduta del 17 novembre 1962.
(1) Una parte dei risultati è stata esposta in una comunicazione al Congresso Inter

nazionale di Matematica (Stoccolma, agosto 1962). Essi appariranno per esteso nel lavoro 
Strutture di Finsler. di tipo quasi hermitiano, in « Riv. Mat. Univ. Parma », al quale si rin
via per le dimostrazioni e la bibliografìa completa.

(2) E. Martinelli, Punti di vista geometrici nello studio delle varietà a struttura com- 
plessa, Corso C.I.M.E. 1956 e Sulle varietà a struttura complessa, «Ann. di Mat.», 1957.
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ciò definita la lunghezza L di un vettore qualunque della faccetta e l’angolo A 
di due vettori di questa ; e si ha :

** L(*) =  L.®
9 = A ( ^ ) .

3. Si consideri ora su V2 n una struttura d i Finsler f  e sia F (x  , £) (fi e T*) 
la funzione fondamentale (funzione metrica) e <D (x  , £) : T* X T* -> R + 
la forma R-bilineare simmetrica associata a F (x  , £)•

Come è noto una stru ttu ra  di questo tipo perm ette di introdurre per i 
vettori di T* le nozioni di lunghezza l  e di angolo a. Precisamente :

(3) (p , , t eTj).
12 (P) =  F" O  > P) =  $  (x  , p) (p , p)

, N <D (* , a) (a , t) c o s « (d ,T

Conviene però notare che, in generale, non sussiste la relazione: 

(4) cos a (<jt) =  cos a (tct) .

4. Dopo le premesse dei nn. 2 e 3 è ben naturale chiamare compatibili 
due stru tture dei tipi considerati, le quali inducano sulle f  accette caratteristiche 
determinazioni metriche coerenti nel senso della seguente definizione :

D x -  La struttura di Finsler f  di V2 n si dice compatibile con la struttura 
quasi complessa c di V 2« quando, in ogni punto x e V 2n, sono soddisfatte le con
dizioni:

(5) L ( Q = L ( y 1)X = > /(< ;)= /(v ))

(6) cos A (£yj) == — [cos d  (fifi) +  cos a (yj£)]

per ogni coppia di vettori £ , rj appartenenti ad una arbitraria faccetta carat- 
! teristica h| .

Previa opportuna scelta del vettore unitario in ogni faccetta caratte
ristica, la condizione (5) diviene semplicemente :

(7) L f i )  =  l f i )  f i e T x)

La condizione (6) appare del tu tto  naturale dopo l’osservazione alla fine 
del n. 3.

5. Denotato con cf l’insieme di tu tte  le stru tture di Finsler di V 2n e con 
&h il sottoinsieme di quelle compatibili con la stru ttu ra  quasi complessa c 
di V 2n (n. 4), sussiste vi teorema:

Tj — Su  d i una varietà V 2n dotata di una struttura quasi complessa c, 
esiste una applicazione idempotente (proiezione) :
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In altri termini, a partire da una qualunque struttura d i Finsler d i V2 „ 
è possibile costruirne una nuova compatibile con la struttura quasi complessa 
di V aH considerata.

Per la dimostrazione di Tj basta rilevare che, se /  e 3  ed F (x  , £) è la 
relativa funzione fondamentale (n. 3), la funzione positiva :

(9) Fh (x  , £) =  | /  ~ ) ' f 2 (* . #') «ty

con ^  definito dalla (1), dà luogo ad una nuova stru ttu ra  di Finsler /h  che 
appartiene ad È poi immediato che o /oo / =  cùc.

6. Si consideri il caso particolare delle strutture di Riemann. Esse sono 
precisamente le stru tture di Finsler con forma R-bilineare simmetrica <D (x  , £) 
indipendente dal vettore

Le condizioni di compatibilità del n. 4 si riducono ora a forma più sem
plice e, come ha m ostrato E. M artinelli nel 1956 (3>, permettono di caratte
rizzare nell’insieme cft delle stru tture  di Riemann il sottoinsieme 2te delle 
strutture quasi hermitiane associate alla stru ttu ra  c di V2».

Indicato con C l’insieme di tu tte  le stru tture quasi complesse di V2«, 
l’insieme appare dunque una naturale generalizzazione dell’in

sieme K =  U Wc delle stru tture quasi hermitiane di V2 n. Gli elementi di cfH ,
c G C

cioè le stru tture di Finsler compatibili con una qualche stru ttu ra  quasi com
plessa di V2„ , si diranno quindi strutture d i Finsler di tipo quasi hermitiano.

Dal risultato di M artinelli segue poi immediatamente che l’applicazione 
(ùc di cui ài teor. m uta Si in 2ic. Il teor. T z generalizza quindi il noto risul
tato che afferma la possibilità, su di una V2« dotata di una stru ttu ra  quasi 
complessa c} di ottenere una s tru ttu ra  quasi hermitiana, associata a c, a par
tire da una qualunque stru ttu ra  di Riemann (4).

7. Sulle condizioni di compatibilità (n. 4) e sulle stru tture di Finsler 
di tipo quasi1 hermitiano (n. 6) sono interessanti alcune osservazioni.

(>! -  La condizione (5) implica la condizione (6).
0 2 -  La condizione (5) è equivalente alla:

(10) F(*,a-) =  F(*,S)
con x  e  V2* , \  e T* , & dato dalla (i).

Per & =  J£ la (io) diviene :

(11) F (* ,  J5) =  F(* ,5 )
con x  e V 2,  , E €T * .

(3) Ved. lavori cit. in (2).
(4) Ved. per esempio B. Eckmann, Cours sur les variétés complexes, Corso C.I.M.E.

1956.

19. — RENDICONTI 1962, Voi. XXXIII, fase. 5.
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Dalla (io) per 9 =■ tv deriva poi :
0 3 — Le strutture d i Fins ter di tipo quasi hermitiano sono necessaria

mente simmetriche; cioè:

F ( * , — 5) =  F ( * , É )
con x  e V 2n , Z e T *.

Nel caso particolare delle stru tture di Riemann, le condizioni di com
patibilità (5) e (6) del n. 4 risultano equivalenti. Inoltre, la condizione (11) 
implica la (io) (e quindi le (5), (6) in virtù di O, , 0 2) ; ciò però non è più 
vero, in generale, per le stru tture di Finsler.

8. U na caratterizzazione geometrica delle stru tture di Finsler di tipo 
quasi hermitiano (n. 6) su di una varietà V 2n dotata di una stru ttu ra  quasi 
complessa c, si ottiene nel modo seguente.

Si considerino come stru tture ausiliarie su V 2n le stru tture di 2t£ (n. 6), 
cioè le stru tture quasi hermitiane in accordo con la stru ttu ra  c (5).

E ’ noto poi che, nello spazio tangente T* (x e V2*), ora riguardato come 
spazio affine di centro O, l’equazione :

F ( * , 5) =  1

determ inata da una stru ttu ra  di Finsler /  di V2W, rappresenta una ipersuper
ficie (indicatrice), contorno di un corpo convesso B*.

Ciò premesso, sussiste il teorema:
T2 — Condizione necessaria e sufficiente affinché la struttura di Finsler 

f  d i una V2 n dotata di struttura quasi complessa cy sia d i tipo quasi hermitiano 
(■relativamente a c) è che, per ogni x  € V2 u, il corpo convesso B*, definito da / ,  
sta un corpo circolare d i Carathèodory di centro O (per ogni struttura quasi her- 
mitiana di V2 n associata a c).

In altri termini la condizione è che le sezioni di B* con i p iani O , E, , J£ 
(E € TC) (_piani caratteristici per O) siano circolari d i centro O, nella metrica 
definita da una qualunque struttura di 2ic.

9.1 Come è noto, per ottenere determinazioni metriche a partire da una 
stru ttu ra  dì Finsler, si può * procedere in modo diverso da quello indicato al 
n. 3, facendo intervenire sistematicamente gli elementi lineari della varietà 
(elementi di appoggio).

Precisamente, con le notazioni del n. 3 e con riferimento aH’elemento 
lineare orientato, individuato da (x , E)) con x  e V 2n e T*, le nozioni di 
lunghezza e di angolo per i vettori di T x sono definite dalle uguaglianze :

(12)
^ ( P ) = ® ( * , 5) (P, P)

cos oĉ (or) \  (cr) 7̂  (t)
(p , c r , T e T / .

(5) Il teorema di immersione di Whitney e l’osservazione alla fine del n. 6 assicurano 
che 2F non è vuoto.
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Per i; =  p, X̂ (p) si riduce a /  (p) (n. 3) e, a differenza di cos oc-(ctt) (n. 3), 
la funzione cos <X| (cjt) è simmetrica nei vettori a , t.

Ciò premesso, con riferimento alla totalità Sfcy delle determinazioni me
triche, cui si perviene nel modo ora accennato a partire da una s tru ttu ra  di 
Finsler / ,  sussiste il teorema:

T3 ~ Se f  è una struttura d i Finsler di tipo hermitiano, associata ad una 
struttura quasi complessa c di V 2n, risulta ;

[ 0 R y ,  J3
cioè, ogni determinazione metrica di invariante rispetto alV isomorfismo J,
definito dalla struttura c della varietà.

La dimostrazione di T3 consiste essenzialmente nello stabilire la relazione;

03)  ® ( ^ , 5 ) ( o r , T ) = ® ( ^ ,  J $ ) ( J a ,  J t)*

con # e  V2 *. e £ , <j , t  e  T* .

io. Si consideri ora la condizione:
Ci — Per ogni (x  e V 2„) form a  ® (oc, £), definita dalla struttura

di Finsler fi, sia una form a 'fk.—bilineare simmetrica associata ad una form a  
hermitiana (relativa alla struttura quasi complessa c di V2„).

Nel caso delle stru tture di Riemann ( / e § t )  la condizione di invarianza 
( l 3) del n. 9 implica la condizione Cx (anzi le tre condizioni (13), , f e - K c
risultano equivalenti). Questo però non è più vero, in generale, nel caso delle 
stru tture di Finsler ( f -e&)  e neppure in quello particolare delle stru tture di 
Finsler di tipo quasi hermitiano, associate alla stru ttu ra  c di V 2n ( f e $ h).

Conviene infine segnalare Vosservazione :
0 4 -  Per le strutture di soddisfacenti alla condizione C, la f u n 

zione cos a (g tt) (n. 3) e simmetrica sulle faccette caratteristiche; sussiste cioè 
la (4) per ogni coppia di vettori <7 , t  e (fi -e T* , * e  V2 »).


