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Geometria. — Corrispondenze cremoniane e loro jacobiane 
Nota di C a r m e l o  M a m m a n a , presentata (*#) dal Socio B. S e g r e .

1. In  questo lavoro studiam o alcune proprie tà delle corrispondenze 
cremoniane, fra spazi p roiettiv i complessi ad r  >  2 dimensioni, inerenti al 
modo come sono composte le jacobiane dei sistemi omaloidici da esse definiti 
in tali spazi. D ette  proprietà vengon qui d im ostrate con ragionam enti 
algebrici m olto semplici, seguendo un m etodo già da noi adoperato in una 
precedente ricerca (I). Ecco ora in breve il contenuto del lavoro.

Nel n. 2 ricordiamo teoremi e definizioni che occorrono in seguito.
Nel n. 3 dimostriamo algebricamente un risultato ottenuto da O. H. Keller (2) per altra 

via (vedi n. 2). Nei nn. 4 e 5 dimostriamo che, se la jacobiana di una corrispondenza cre- 
moniana T fra due spazi proiettivi, Sr ed Sr, è la potenza di una forma lineare, allora, men­
tre per Sr ^  Sr la T è intera, per Sr =  Sr la T o è intera oppure è il prodotto di una cor­
rispondenza cremoniana intera per un’omologia armonica.

Nel n. 6 osserviamo che una corrispondenza razionale x* =  F* (x) con la jacobiana
r

potenza di una forma lineare è birazionale se e soltanto se nel sistema lineare 2  X* F* (x) =  o
i —o

esiste un’ipersuperficie spezzata in n iperpiani coincidenti. Proviamo inoltre che, per n =  2, 
siffatte corrispondenze riescono tutte birazionali. Nel n. 7 dimostriamo chb, se 9 (x) 9  ̂(x) =  o 
e 9 (x) 9  ̂ (x) =  o sono due ipersuperficie distinte di un sistema lineare omaloidico, allora 
è necessariamente p =  1. Questo risultato viene posto sotto forma equivalente ma più 
espressiva nel n. 7, b.

Dopo avere osservato che le componenti irriducibili di un’ipersuperficie qualsiasi di un 
sistema lineare omaloidico, sono anche tutte, tranne al più una, componenti della jacobiana 
del sistema (n. 8), consideriamo quelle eventuali ipersuperficie del sistema le cui compo­
nenti irriducibili sono tutte componenti irriducibili della jacobiana del sistema stesso. Queste 
vengano qui denominate ipersuperficie a componenti tutte eccezionali o, più semplicemente, 
totalmente eccezionali (t. e.); risulterà poi (fine n. 9) che ogni sistema omaloidico d’ordine n >  2 
possiede al più un numero finito d’ipersuperficie t. e.. Dette x» = /,*  (x) (i =  o , 1 , • • -, r) 
le equazioni di una corrispondenza cremoniana T di ordine n, indichiamo con il si-

r

sterna lineare omaloidico 2  X*/* (*) =  o; e sia J (x) == K*1 (x) K*2 (x) • • •K * (x) una decom­
b o

posizione in fattori primi della forma jacobiana J (x) di T.
Nel n. 9 dimostriamo che le ipersuperficie t. e. di £ r sono tante quante sono le com­

ponenti lineari distinte della jacobiana di T— L Inoltre (n. io), se in esistono  ̂ ipersuper­
ficie t. e.

/ ’> (X) =  bi K®1 « (X) K®» *' (X) • • • K®r! (x) =  o (* =  1 , 2 , • • •, S ; Py, >  o),

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 28 e in collaborazione col Gruppo 
di ricerca n. 17 del Comitato per la Matematica del C.N.R. per l’anno accademico 1961-62.

.;(**) Nella seduta del 17 novembre 1962.
(1) C. Mammana, Su certe ipersuperficie, analoghe alle jacobiane, legate ad una corrispon­

denza cremoniana, « Rend. Ace. Lincei», ser. V ili, voi. XXVII, fase. 6 (1959)-
(2) O. H. Keller, Ganze Cremona Transformationen, «Monatsh. f. Math. u. Phys. », 

voi. 47 (1939)-
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allora è s <  /  e la matrice [py*J degli esponenti è formata con s colonne distinte di una ma­
trice quadrata P (di ordine t ) ad elementi interi non negativi ed a determinante ±  In 
particolare dunque, quando s =  t, la matrice [pyd coincide con la P onde il suo determinante 
vale zìz-n.

Infine, nel n. 11, proviamo con esempi che le ipersuperficie t. e. di un sistema lineare 
omaloidico possono risultare linearmente dipendenti fra loro e che il numero di tali ipersuper­
ficie può non essere uguale a quello delle ipersuperficie t. e. del sistema lineare omaloidico 
definito dalla corrispondenza inversa.

2. Siano rispettivam ente

(T) *;•=:/;• (x) ; ( T - 1) x-ì =  gì (x') (2 =  o , 1 , 2 , • • •, r)

le equazioni di una corrispondenza crem oniana T  fra due spazi pro iettiv i 
S r  ed e della sua inversa T ~ 1 ; le f i  (x) sono quindi forme di un certo grado 
n  che possono supporsi prim e fra di loro e, del pari le gi (x') sono forme di 
un certo grado m  prim e fra di loro.

Nel seguito indicherem o sem pre con K  (x) ed H (x') le forme di grado 
nm —  1 definite dalle iden tità  evidenti :

(1) gi ( / )  =  K  (x; x, ; f i  (g) - H  (x') x- (2 =  o , i , 2 , -

Indicherem o inoltre con J (x) ed J ' (x') le forme jacobiane

3 (/o , / i  , • • f r ) . T, __ d ( g ò , g i t ---,gr)
J (x )  = J ; W3 (Xo , X i, • • •, xr) ’ J v v  d (yc'Q , x'x , • : •, *'r) 9

e con t  il num ero delle com ponenti irriducibili d istin te di J (x).

Ricordiamo <3) le seguenti proprietà, di cui usufruiremo in seguito.
a) Valgono le identità

H (/)  =  K"(x) ; K(^) =  H -(x ').

b) Le forme K (k) ed J (x), e così pure similmente le H (x') ed J' (x'), hanno le stesse 
componenti irriducibili distinte. Le forme K (x), J (x), H (x'), J' (x') hanno lo stesso numero, 
t , di componenti irriducibili distinte.

Inoltre, se

K(x) = K^(x) K^(x)...Kj^(x; H ( x ')  =  h " i ( x ' ) H ^ ( x ' ) - - - H 7 (x')

sono decomposizioni in fattori primi delle forme K (x) ed H (x'), si ha che:
c) Il M.C.D. dei gradi delle forme Kr (x ), K2 (x), - • - , K* (x) è uguale al M.C.D. dei 

gradi delle forme Hi (x '), H2 (x') , • • - , H* (x').
d) Si ha

H , ( / )  = ’ aj (x) k y  (x) • • • (x) Ky (g) =  bj H j 1 ’ (x') (x') • • -H^' (x')

(j “  I » 2 , • • •, /),

con aj , bj costanti non nulle e p ij  , gij interi non negativi.
e) La matrice P =  [pij]  ha determinante 4: n; la matrice Q =  [gij] ha determi­

nante i  m-

(3) C. Mammana, loc. cit. in (x); G.H. K e lle r , loc. cit. in (2); B. Segre, Corrispondenze 
birazionali e topologia di varietà algebriche\ «Annali di Matematica», ser. IV, tomo XLIII 
(1957).
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È ben noto che una cojrispondenza crem oniana T  fra due spazi p roiet­
ti \A distinti Sr ed dicesi intera se, con opportuna scelta dei sistemi di rife­
rim ento in Sr ed in S , , le sue equazioni e quelle della inversa T ~ 1 possono venir 
scritte  nella form a :

0)
xn ==.-xn

(T) , ( T - ) i  ' '■  ( / -=  1 , 2 ,
( ( y-i=gi{y.')

Se gli spazi S»- ed sono sovrapposti, la T  dicesi intera quando, con oppor­
tuna scelta del riferim ento in Sr, le sue equazioni possono venire scritte  nella 
form a (2).

D alla definizione segue subito che le omografie fra spazi p roiettiv i, d is tin ti o sovrap­
posti, sono corrispondenze cremoniane intere. Inoltre, la jacobiana di una corrispondenza 
crem oniana in tera  T  è potenza (ad esponente positivo) di una forma lineare, oppure (se T  è 
u n ’omografia) è una costante non nulla.

Ricordiam o infine il seguente notevole teorema.
/)■ Se le equazioni di una corrispondenza razionale T, fra due spazi p ro iettiv i Sr ed 

S 'r , si possono scrivere nella forma:

K = F*to (« =  1 , 2 , . . . , r ) ,
e se risulta:

3 (x0 , Xi * . • x r) ~ ay^ o + T) ^  (con a costante non nulla),

allora la T è una corrispondenza crem oniana intera.
Per ? — 2 il risu lta to  e stato  dim ostrato da W. Engel N) nel 1955? per v ia algebrica. 

Nel caso generale r  >  2, esso e stato  dim ostrato da B. Segre V) nel 1956? per via algebrico— 
trascendente, provando prim a che la corrispondenza è birazionale e poi che è in tera  (4 5 6). Di 
questa seconda parte, nel n. 3, daremo una dim ostrazione algebrica.

(4) W. Engel, E in  satz uber Ganze Cremona Transformatìonen der Ebene, «M ath. Ann. », 
voi. 130 (1955).

(5) B. Segre, Forme differenziali e loro integrali, voi. II, Roma,* Docet, (1956), 
PP- 393A399- U na dim ostrazione topologica dello stesso teorema trovasi in B. Segre, Va­
riazione continua ed omotopia in geometria algebrica, « Annali di M atem atica », ser. IV, tomo L 
(i960). In questo lavoro l ’autore trova il detto  teorema come caso particolare di certe pro­
p rie tà  delle corrispondenze algebriche fra varie tà  algebriche.

(6) Sulle corrispondenze cremoniane intere, oltre i lavori già citati, vedasi: W. Engel, 
Ganze Cremona Transformation en von P rim zahlgrad 'in  der Ebene, «M ath. A nn.», voi. 136 
(4958); A. Guthwirth, A n  inequality fo r  pencils o f  plane curves, a  Proceed, of the A.M.S. », 
voi. 12 (1961); H .W .E. JUNG, Uber Ganze birazionale Transformatìonen der Ebene, « Journal 
fiir Rèine u. Ang. M ath. », voi. 184 (1942); B. Segre, Corrispondenze d i Mòbius e trasforma­
zioni cremonianeintere, « A tti Acc. Scienze di Torino», voi. 91 (1956-57); M. ROSATI, Classifi­
cazione proiettiva delle trasformazioni cremoniane intere fr a  due p ian i, « R endiconti di M ate­
m atica », voi. 21 (1962).
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3. D im ostriam o anzitu tto , per via algebrica, la seguente no ta proprietà (7). 
Se una corrispondenza cremoniana T f r a  due spazi proiettivi Sr ed Sr (distinti

0 sovrapposti) ha equazioni del tipo

(T) x; =  Xq , X- = / r (x) (/ =  I , 2 , • • -, r  ; n .> - 2 )\

e se la jacobiana J (x) di T  ha una sola componente irriducibile, allora le equa­
zioni dell' inversa T —1 sono del tipo

( T - 0 .== x'0m< ,• x • =  g. (x') f i  =  1 , 2 , • • •, r)

e quindi la T  è intera.
In fa tti, Piperpiano xG'=  o è una com ponente irriducibile dell’ipersuper­

ficie J (x) =  o, in quanto  n >  2 ; e poiché J (x) ha per ipotesi una sola com­
ponente irriducibile, si ha J (x) =  ^x((,r"f x) x), con a costante non nulla.

Siano xy == gj (x') (y  =  0 , 1  , 2 , • • •, r) le equazioni di T ~ x. Per le (1) 
si ha g nQ (x') =  H (x') xoy e quindi g Q (x') è divisibile per x  ̂ ed H (x') è divisi­
bile per xQn~~\ Poiché n — 1 >  1 ed H (x') ha una sola com ponente irriduci­
bile come J (x) (n. 2, b), si ha H (x') =  b x 0mn~ I con b costante non nulla, e 
quindi g Q (x') ==. cx-Qm, onde segue subito la proprietà enunciata.

4. Supponiam o ora che gli spazi p roiettiv i S r ed S'r siano distinti, e s ta ­
biliamo il seguente risultato .

Se la jacobiana J (x) di una corrispondenza cremoniana T  fra  due spazi 
proiettivi distinti Sr ed S'r è la potenza di una form a lineare, allora T  è intera.

In fatti, poiché J (x) è potenza di una forma lineare, 9 (x), per il n. 2,
b), c) anche la jacobiana J ' (x') di T—I è potenza di una form a lineare, ^ (x'). 
Scegliamo i riferim enti : in Sr in m odo che l ’iperpiano 9 (x)-.= o sia Piper- 
piano x 0 =  o, ed in S /in  modo che l’iperpiano ^ (x') =  o sia Piperpiano v!0 — o. 
Dopo di ciò, f siano

(T) ■■-/,- (x) ; ( T - 1) x. =  g. (x') (* =  0 , 1 ,  • • •, r)

le equazioni di T  e di T —I, con le f i  (x) forme di grado n >  2 prim e fra di loro 
e le gi (x') forme di grado m  prim e fra di loro. Per le ipotesi fatte , si ha

J (x )  =  «x<’-+I)(B- I) ; J

con a ,id  icostanti non nulle. Ne segue, per il n. 2 ,b) che è

K  (x) =  bdo’~ 1 ; • H (x') =

con h , b' costanti non  nulle. D a qui, in base alle iden tità  I I J )  =  K K (x), 
K (^ )  =  H w (x'), segue

■ ; bg7 ~ '  (x') =  brm

(7) O. H. Keller, loc.^cit.' in (2);vB. Segre, Forme differenziali ecc., citato in (4).
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e quindi
fo(y-) =  cK  ; 

con c , d  costan ti non nulle. P ertan to  la T  è intera.

5. Nel teorem a del n. 4, la condizione am m essa che gli spazi Sr ed 
siano d istin ti è necessaria (per n > 2 ) ,  come m ostra ad esempio la corri­
spondenza

X0 :=: XI > XI == X0 XI J X2 := XI X2 “f" X0

fra piani proiettiv i sovrapposti, la quale è crem oniana, ha la jacobiana 
J (x) =  —  2 Xj e non è in tera . Nel caso di spazi p roiettiv i sovrapposti, si ha 
però che :

Se la jacobiana J (x) di una corrispondenza cremoniana T  fr a  due spazi 
proiettivi sovrapposti Sr ed % è potenza d i una form a lineare, 9 (x), allora T  
è intera, oppure è i l  prodotto d i una corrispondenza cremoniana intera per 
un'omologia armonica.

In fa tti, poiché J (x) è potenza della 9 (x), per il n. 2, b), c) anche la jaco­
biana y  (x') di T ~ 1 è potenza di una forma lineare, ^ (x'). Gli iperpiani 
9 (x) == o e (x) =  o possono coincidere oppure no. Se coincidono, scegliendo 
il riferim ento in Sr — S  ̂ in m odo che l’iperpiano 9 (x) =  o sia l ’iperpiano 
x G =  o, e ragionando come nel n. 4, si prova che T  è intera.

Se non coincidono, scegliamo il riferim ento in m odo che l’iperpiano 
9 (x) .=  o sia l’iperpiano x G =  o e l’iperpiano (x) =  o sia l’iperpiano x t =  o ; 
e siano

(T; xi = / ,  (x) ; (T- ■) x,. =  gi (x') =  o , I , 2 , • • •, r)

le equazioni di T  e di T ~ ',  con f { (x) forme di grado n >  2 prim e fra loro 
e Si (x') forme di grado m  prim e fra loro. Per le ipotesi fatte , si ha

J (x) =  ax(Qr+l) ("-l)  ; J' (x') =  a’ x;(«,+0(— »

K(x) =  b v T - 1 ; H (x') =  b' x’r

con a , a', b , b', costanti non nulle. Da qui, in base alle identità H ( /)  =  K” (x) 
e K (g) =  H* (x'), segue

b ' f r ~ \ x )  =  b"x[1 (mn — 1)
> 5

7 mn — 1bgo II a- ** a: (mn
i

e quindi

/ . ( * )  =
nc x0 * go (x') = x'r,

con c , c costanti non nulle. Pertanto le equazioni di T e T - 1 risultano del
tipo :

( Xo == f  0 (X) ( =  c' x 'r
(T) 1 x'x =  CXno ( T - 0 *1 = g . (*') (f:=  2 , 3 , - • -,r).

i = f i  (X) 1 K, =  gi (X')
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Si verifica ora subito  che è T  =  .UV, dove U  e V sono le corrispondenze defi­
nite dalle equazioni

[ x” =  C x”
(U) x '; = / o ( x )  (V)

( x i '= / r ( x )

D ’a ltro  canto U  è una corrispondenza crem oniana intera, poiché da T  =  UV 
segue U ~ 1 =  V T—1 e quindi x Q =  c xQm ; e V è l’omologia arm onica che ha 
per centro il punto  (1 , —  1 , p  , • • •, o) e per asse l’iperpiano x0 = ' Xj.

6. Sia

(3) *i =  F* (xc , x, , • • •, xr) (i =  o , i , • • •, r)

una corrispondenza razionale fra uno spazio proiettivo Sr ed uno spazio pro­
iettivo  Sly con le Fi forme di grado n >  2 (prim e fra di loro). Dal teorem a 
di B. Segre ricordato  nel n. 2 , / )  e da quello d im ostrato nel n. 4 segue subito 
che :

Una corrispondenza razionale (3) la cui jacobiana sia potenza di una
r

form a lineare risulta birazionale se e soltanto se nel sistema lineare 2  U F* (x) =  o
i=o

esiste un'ipersuperficie ridotta ad un iperpiano da contarsi n  volte.
In fatti, se la corrispondenza (3) è birazionale, allora, poiché la sua jacòbia-

r

na è per ipotesi potenza di una form a lineare, nel sistema lineare 2  F, (x) = 0
i=o

esiste u n ’ipersuperficie spezzata in n iperpiani coincidenti in forza del n. 4.
r

Viceversa, se nel sistem a lineare 2  F* (x) =  0 esiste u n ’ipersuperficie
i= o

spezzata in ns iperpiani coincidenti, allora, poiché per ipotesi la jacobiana è 
potenza :di una form a lineare, dal cita to  teorem a di B. Segre si trae che la 
corrispondenza (3) è birazionale.

Per n =  2 si ha più precisam ente che :
Le corrispondenze razionali d i ordine n — 2 la cui jacobiana sia potenza di 

una form a lineare sono tutte birazionali.
Consideriam o in fatti una corrispondenza razionale (3), d ’ordine n =  2, 

la cui jacobiana sia potenza di una form a lineare. Indichiam o con T  questa 
corrispondenza e denotiam o con 2^ il sistem a lineare di quadriche

r

2  F i (x) =  o ;  quest’ultim o non può essere composto con u n ’involuzione
i— o
di varietà di dim ensione positiva, altrim enti la sua jacobiana sarebbe iden­
ticam ente nul|la (8). P ertan to  ha dimensione r  e può soltanto  essere sem-

x0 =  x, 

Xi =  Xo 

K: =  yj

(l =  2 , 3  , • • •, r).

(8) E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi, Messina, Princi­
pato, 1923, pag. 278.
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plice (cioè omaloidico) oppure composto con u n ’involuzione di gruppi di 
h 2 punti. Supponiam o per assurdo com posto con u n ’involuzione di 
gruppi di h >  2 punti. Indichiam o con P un generico pun to  di e con P x 
uno dei rim anenti pun ti del gruppo individuato da P. Le o o ^ 1 quadriche di 

che passano per P passano anche per P, e la generica di esse non contiene 
la re tta  P P i.  Ne segue che le quadriche di che contengono la re tta  P P X 
formano un sistem a lineare di dimensione r  —  2, onde il sistem a lineare 

sega sulla re tta  P P f  una g\ p riva di punti fissi. Q uesta g\ ha due pun ti 
doppi distinti, M ed N, separanti arm onicam ente la coppia P P T. Poiché le 
°or ~ I quadriche di che passano per M sono tangenti in M alla re tta  P P , , 
v ’è almeno una quadrica di avente in M un pun to  doppio, cioè M sta  sulla 
jacobiana di Analogam ente si vede che N sta sulla jacobiana di
Ne segue che la re tta  P P ± ha a comune con la jacobiana di almeno due 
pun ti d istin ti e non giace su di essa. Ciò e assurdo, poiché la jacobiana 
di ^  è per ipotesi un iperpiano (r -f  i)-uplo , o n d e 'l ’asserto.

7. D im ostriam o che : 
a) Se

? (x) ?o (x) =  Q , 9 (x )9? (x) =  o

sono due ipersuperficie distinte di un sistema lineare omaloidico, allora è neces­
sariamente p . =  1 ( 9 >.

In fatti, siano

( X° =  f  (x) epo (*) l X° =  go O')
(T) j x'r =  9 (x) (x) ( T - 1) ' x r = gl (x') (i =  2 , 3

[ * ;= / , - ( * )  &  (xo

le equazioni di una corrispondenza crem oniana T  e della sua inversa T —I. 
Poniahio

9 (g) =  *ó <p (x') , 9o (g) — Xo <Ĵo (x') , 9i (g) = x'ó (*■'),

con a, b, c, in teri non negativi tali che ciascuna delle forme tj; (x') , (x'),
■'Jv(x') sia non divisibile per xQ. Dalle iden tità (i)  seguono le

9 (g) 9° (g) =  H 0 0  xó , 9 (g) <p 1(g) =  H (x') x;
e ^quindi le

x : - ^ v ( x ' ) v L x '; • -  H (x ')x ;  V x ^ e  + (x >)<(.;(x') =  H (x ') x i .

E  poiché ciascuna delle forme ò (x0 '̂ o (x0 e ^ (x0 (x0 è non divisibile
per *0, si ha a -f- bp —  1 =  a +  cp, cioè (b — c) p =  1, e quindi p =  1.

Il teorem a testé d im ostrato  equivale al seguente. 9

(9) Le forme 9 (x ),9 0 (x), 9* (x) possono essere riducibili o irriducibili, e la 9 (x) può 
anche essere di grado zero, cioè una costante non nulla.
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b) Stano f 0 (x) — o ed f x (x) ==■ o due qualunque ipersuperficie distinte 
di un sistema lineare omaloidico; detto F  (fi) il M.C.D. delle due forme f 0 (x) 
ed f i  (x), sia poi F 0 (x) = f i  (x) : F  (x) , F x (x) =  / ,  (x) : F  (x). Se

F 0 (x) -  9”1 (X) .9? (x) • • •<£' (x) , F x (x) =  ^  (x) (x) • . . (x)

sono decomposizioni in fa ttori p rim i delle form e  F 0 (x) ed F 1 (x), allora gli 
esponenti

m x ,'W3 , ■ •

risultano prim i tra loro.
In fatti, da a) segue b) ove si assum a ^ (x )  =  F  (x). E da b) segue d) 

m  quanto  de tto  F (x) il M .C.D. delle <p0 (x) e <px (x), si ha che il M.C.D. delle 
9 (x) 9S (x) e 9 (x):9? (x) è F  (x) =  9 (x)&3 (x) ; posto 90 =  F 9Ó, 91 =  F 9 Ì , 
si ha dunque f i  =  F  (p0Q, f i  — F <pxQ, sicché in virtù  di b) segue p ~  1.

Dal teorem a a) si traggono subito le seguenti conseguenze :
c) In  un sistema lineare omaloidico di ipersuperficie di ordine n  >  2 

de al p iù uri ipersuperfìcie spezzata in n iperpiani coincidenti.
d) Se xQ =  o ed xQ x* =. o sono due ipersuperficie di un sistema lineare 

omaloidico, allora è necessariamente h =  n — 1.

8. Siano

(T) x ; = / . ( x )  ; ( T - )  x . = ^ . ( x ')  (i =  O,  1 , 2 ,• • - , r)

le equazioni di una corrispondenza crem oniana T e della sua inversa T—
r

D e tta / ( x )  =  y  a  f i  (x) una qualsiasi form a del sistem a lineare 2  h f ,  (x) = ° »
i==° i= O

sia

/  (x) =  9?1 (x) <P?2 (x) ' • • 9®* (x)

una decomppsizione di / ( x )  in fa tto ri primi.
Dalle f i  (g) =  H  (x') x- segue

9?1 <X> <P®2 (g) • • • 9 e/  (g) =  H (x') 2  Ci x -
i— o 
r

onde una almeno delle forme 9 (g) è divisibile per 2  C > e sia, per fissare
i— o

le idee,

z = o

Se <jx denota il \ grado di <px (x), dalle g- ( f )  ==. K (x) xv e dalla precedente si 
trae tosto la

K 01 (x) 9l (x) == ^  ( / )  9?1 (x) 9?2 (x) 9 ^  (x),

sicché K (x) è divisibile per ciascuna delle forme <p2 (x) , 9 3 (x) , • • - , 9 , (x). 
D a ciò, per il n. 2, b), segue che :
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Le componenti irriducibili d i uri ipersuperficie qualsiasi d i un sistema lineare 
omaloidico sono anche tutte tranne al più una , componenti della jacobiana del 
sistema.

9. T enuto  conto della definizione di ipersuperficie t. e. d a ta  nel n.. 1, 
dim ostriam o che :

r

Se ^  ci f i  (x) =  o è un'ipersuperficie t. e. del sistema lineare omaloidico
t  =  0

r

2  't'-ìfi (x) =  o definito dalla corrispondenza cremoniana
(T) X - = / , .  (x) • (T -  *) x ■ =  g. (x') (i =  o , 1 , • • •, r),

r

allora Viper piano 2  ci x ’i — 0 è una componente della jacobiana J ' (x') della
i= o

r

T“ 1. Viceversa, se V iper piano 2  ci x'- =  o e una componente della jacobiana
i —o

r

di T ~ x, allora Vipersuperficie 2  ci f i  (x) — o è un'ipersuperficie t. e. del sistema
i —o

r

lineare omaloidico 2  \ / i  (x) =  o.
i —o

In fatti, siano

K (x) =  K i1 (x) K ?  (x) • • • K v/  (x) , H (x') -  (x') hf* (x') . . . H v/  (x')

decomposizioni in fa tto ri prim i delle forme K (x) ed H ' (x') definite da T  e
r

T ~ 1 (n. 2, b). Se l’ipersuperficie 2  ci f i  (x) =  0 è t. e., ^allora si ha
2=0 '

2  c J t  (x) =  K?‘ (x) K®2 (x) • • • K;v (x) ;
2 =

sicché, ricordando che (n. 2, af)

Kj (g) =  by U y  (x') (x') • • • (x') (7 =  1 , 2 , • • •, 2),
risu lta

H (X') X  x'- =  b H i1 (x') H ap  (x') • • -Ha;  (x')

con b •== b,. b2* • -bt ed ^  ==.. ^ q s/  py (V =  1 , 2 , • • •, t). Ne segue che (a meno
y=i

r

di un fa tto re  costante) 2  ci x; coincide con una delle forme H x (x') , H 2 (x') ,
2 =  0

• • H/ (x'), onde la prim a parte  del teorema. Viceversa, supponiam o ad
r

esempio che sia 2  x*' ~  a H i (X) ; allora, ricordando che (n. 2 , d)
2 = 0  - . . .

H y ( /)  =  ^ K ^ ( x ) K V ( x ) . . . K ^ ( x )  (7 =  1 , 2 ,
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risu lta

(4 ) 2  t i f i  (*) =  «H. ( / )  =  (K) (x) • • • K ^ 1 (x),t — O

r

onde ripersuperficie 2  ci f ì  (x) =  °  è t. e.

Dalla proprietà d im ostrata  segue in particolare che :
r

Le ipersuperficie t. e. del sistema lineare omaloidico 2  \  f t (x) =  o sono
i=o

tante quante sono le componenti lineari distinte della jacobiana del sistema
r

lineare omaloidico (x') =  o definito dalla T —I.
i=o

io. A bbiam o visto (n. 9) che, se l’ipersuperficie 2 ^ ( x) = °  è t. e.,
i=o

r

allora l’iperpiano S  0* x'- =  o coincide con una delle ipersuperficie H x (x') — o,
i—o

H 2 (x' ) = o , • • - , H / fx ')= o  e che, se questo per esempio coincide colla H x (x/)= o , 
allora vale la (4). Ne consegue eh eg li esponenti con cui i fa tto ri K x (x) , K 2 (x),

r

• • - , K / (x) compaiono nella form a 2  c{f { (x) sono gli elementi d i una colonna
i= o

della matrice P di cui al n. 2, e). Dunque, ricordando che det P =  ±  n, si 
ha che :

r

Se nel sistema lineare omaloidico 2  (x) =  o esistono s ipersuperficie
i—o

t. e. (linearmente indipendenti o no) :

/(*>■(*) -  b{ K ^ ( x )  (x) ‘ * • (x)

(t =  1 , 2 , • • •, s  ; pji > 0  ; s t ) y

allora la matrice [pjì\ degli esponenti con cui K x (x) , K 2 (x) , • • K, (x) com­
paiono come fa ttori nelle singole form e f (i) (x) è formata con s distinte colonne 
di una matrice quadrata P, d'ordine t, ad elementi interi non negativi ed a deter­
minante =L n. Quindi, se s =  t, il  determinante della matrice {(quadrata) [pji] 
vale ±  n.

11. Osservazioni -  a) Può accadere che le ipersuperficie t. e. di un sistema lineare 
omaloidico siano linearmente dipendenti, come dimostra il seguente esempio:

(T)

=  *0
=  Xo Xi X2

\ K  =  (Xo +  X2)2

(T - X ) Xi =  K K  +  x’,)2
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Per esso si ha r  =  2, n =  3, e

K (*) =  * 1 (x0 +  X2)2 , h  (it') =  V  x; x'22 (h;  +  x ;)2

J (*) =  3 K  *1 x2 (x0 +  X2)2 , J'(x') =  3 «  +  Xx)2-
r

Le ipersuperficie t. e. del sistem a lineare omaloidico S  X*/2- (x) =  o sono le seguenti quattro
i= o

(j =  /  =  4):

X0Xj X0 X1 X2 : ,X2 (x0 +  X2)2 = , 0 X0 X1 (Xo 4 - X2) =  O,

e l’u ltim a è combinazione lineare delle precedenti. A ggiungasi che attualm ente la m atrice 
P =  [pjv] degli esponenti è

~2 i o 1 ~

P =
1 1 o 1
O l i o  
0 0 2 1

e si ha det P =  3, in accordo col n. io.
r

b) Il numero s delle ipersuperficie t. e. del sistem a lineare omaloidico T : 2  ì i f i  (x) =  o
i = o

può non essere uguale a ll’analogo numero /  delle ipersuperficie t. e. del sistem a lineare
r

omaloidico ^  ^ ig ì  (x') =  o, definito dalla T  r, come dim ostra il seguente esempio:
1 =  0

I X̂  =  Xo (Xx X2 -f  X®) *0 =  X̂  x'T X[,

0-0 \ Xj. =  x2 (xi x2 -f- x»)

! < = 4

Per esso si ha r  — 2, =  3, e

K (x) =  X-t (Xl X2 +  X°)2

J (*) =  3 x2 (*i x* +' x2)

(T '} xt xV- x

I ' 2 .1 x= =  xr X2

/ 6 ,
H (x') =  x 2

J' (*') =  3.K K-
r

Il sistem a lineare omaloidico ^  X* /*• (x) =  o possiede due ipersuperficie t. e. (s =  t — 2)
i = o

s
e cioè le x2 (xi x2 +  x®) = 0  e x 2 =  o; m entre il sistem a lineare omaloidico ^  X* g ì (x') — o,

2 i=o
definito dalla T ~ x, possiede una sola ipersuperficie t. e., e cioè la x r x '2 =  o.


