ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

GIUSEPPE GHELARDONI

Sul problema di valori al contorno per ’equazione
differenziale v" = f(x,y,v)

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 33 (1962), n.5, p.
237-243.

Accademia Nazionale dei Lincei

jhttp://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1962_8_33_5_237_0,,

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non & consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1962_8_33_5_237_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1962.



GIUSEPPE GHELARDONI, Sw/ problema di wvalori al contorno, ecc. 237

Equazioni differenziali. — Sw/ problema di valori al contorno

per [lequaszione differenziale y' =jf(x,y,9)". Nota di GiuseprpPE
GHELARDONI, presentata “” dal Socio G. SANSONE.

Con questa Nota viene ripreso in esame il problema di valori al con-
torno per 'equazione differenziale

1/ 4

vy =f(=,y,y5)
con lo scopo di stabilire un teorema di esistenza, e, con esso, un procedi-
mento di approssimazioni successive atto al calcolo effettivo della soluzione.
Varia & la letteratura sull’argomento (per la quale rimandiamo al la-
voro [8] () e vari sono anche i teoremi di esistenza conosciuti, relativi al

nostro problema: tra essi una proposizione di G. Scorza Dragoni ([4] pa-
gine 180 e sg.) sembra la pilt vicina a quella qui stabilita al n° 2 (2,

1. Il problema dell’esistenza di una funzione ¥ (x) definita in [, x,]
che sia ivi soluzione dell’equazione differenziale

Y= F,5,5)
e verifichi le condizioni
¥ (x) =5:,5 (%) = ¥
e quello dell’esistenza di una funzione ¥ (x) che sia soluzione in [0, 1] di

y'=f(x,9,5)

(con Fx,9,9)=(x —xx)’-F. (e —2x) x + 2: ,J’;_L“D

X2 — x b
e verifichi le condizioni

yO=y , Q) =2

sono manifestamente equivalenti (infatti ci si puo ricondurre dall’'uno all’altro
‘con un semplice cambiamento di variabile indipendente, del tipo x = ax’ + B).

Senza nuocere alla generalitda potremo riferirci quindi al secondo pro-
blema.

2. TEOREMA : Sia data [l'equazione differenziale
(1) ) V'i=f(x,y ’y/)

(*) Sezione Calcoli del C.S.C.E. dell’Universita di Pisa.

(¥*) Nella seduta del 17 novembre 1962. ;
(1) I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della Nota.
(2) Rimandiame il confronto ad altra occasione.
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con f(x,y,y) continua in tutto il campo
Cotozr<1 , |y|<+oo , |¥|<+o

e i lipschitziana del primo ordine in grande rispetto alle variabili vy e ',
costanti (assolute) di Lipschitz essendo rispettivamente L, e L,.
Cioé sia:
|f(x,_'}/ —I—}z,y')—f(x,y,y')! S‘h|'LI
‘f(x;yyyl —I_;l)'——f(x;y)y,) I < l}l|L2
Presi comunque due numeri y, e v,, se risulta.:
la (1) ammette almeno una soluzione y =y, (x), [0, 1], che verifica le con-
dizioni .
(3) YoO) =y  Yo(I)=3s.

@) Ossérviamo che per ogni (eventuale) soluzione j ), [o, 1], della
equazione (I) si ha:

V' =Fx,3@,7 @), [0, 1]
da cui

@) ¥ () = ffow .5 @) dE+er, [o,1]

x

) y<x>=[<x—n>f<n,y<n>,y' @D dn+exta, o,

o

(¢:, ¢, costanti opportune).
Se poi ¢ anche

yo)y=y. , 3(1)=y.,

si ha:

(6) G© =)e =

? GO [a—nf@ 5@, ¥ dn+ e+ 2=
ossia i

®) co= =yt [a—=D7 @3 ) ¥ ()

Sostituendo ¢, e ¢, dati da (8) - (6) in (4) e () si ha:

CON =/n7(n,y“(n>,i’ () dy +/<vz—~ DS, 5@, ) dn+ v, — .
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(5" i=/(x*mf(n,y(n)y?'(n))dn +fx(n—1)f(ﬁ,7(n),?' () dn +

+/1x(vz— DS,y M),y M)dn+ (y:—y)x +

‘da cui infine:

I

© y'=[gr @ ST @, Y @) dn+y.—., [0, 1],
dove )
@) g, =" N=#

N—1I nN>x,
e

I

(1) y=[g@, NS, Y@,y @)@+ @.—y)x+y:, [0, 1],

o

dove

’

nE—1) 1<x

(10') gx,n)= 2n—1) 7> 7

Cio& ogni eventuale soluzione di

Vi =f(x,y,5)

() y©) =y:,y(1) =2,

¢ anche soluzione di

I

¥ = /'g(x,vvf(n ¥ ()Y () dn + (¥: —y) 2 + ¥

o

(12)

I

y =fg: @Sy, )dn +y.—:

o

(g ,&: essendo definite rispettivamente da (9") e (10")).

Viceversa ogni soluzione di (12), come subito si verifica, & soluzione di
(11). Bastera percio. dimostrare che, nelle ipotesi fatte sulla #, il problema (12)
ha almeno una soluzione.

6) Costruiamo a tale scopo la successione di funzioni {F,} con
(13) Fo=y+ 00—y
e, per ogni intero # > 1, F, tale che sia

( Fo=f(@,Fus(@,F_.@), [0, 1]

(14) 2 Fn (0) = ¥, , Fn (I) = %2
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cio¢ (si ripeta il procedimento indicato in &), F, tale che risulti:

(1) F, — /'gl (1) f (0, Fars (1), Fars () iy + 72— 3,

(16) | =fg @) Faes ), Faeei ) @+ (y2—y0) 2 + 94

(col solito significato per g e g;).
Dimostriamo che le due serie

(17) F,+(F—F)+EF, —F)+ -+ F, —F,_)+---
(18) F,+ (F.—F) + (F,—F) 4+ (F,—F,_,)) +- -

convergono uniformemente info,1] a due funzioni y,(x),
3 (x) e che quindi & (in [0, 1]):

(19) Yo (%) =3 (%)
Posto
£ = max f(x, 9,5 —y)
y € l[y1:92]

si ha

|F2—F1|£f|g| [y () m, 3 —y) | dy < 5 £,

| F, —Feléfl,gl S, Fam), Fa() —f(n, F.(n), Fe () |dn <
< refiLin)

BTl < [lal[ /) —F (o)l dn < Th[f Lo+ T L,

(3) /Igldn=/n(1——X)dn+fx(i—n)dnj=%ﬂs%-

.

I
2

I x 1 )
@ /’g"d’?=/ndn+f(r—'n)dn=.2i:72_’€i_‘S
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|F,— | <54[¢L+ L[,

Ma, per la (2), la serie geometrica di ragione
+ [L: + 4L

¢ convergente, percio le due serie (17), (18) sono (in [0, I1]) uniformemente
convergenti e vale la (19).
Dimostriamo ora che

S (x, Fa(x), F ()
converge uniformemente in[o, 1] verso la

f (x50 (2), 30 (%))

Infatti &:
‘f(xryo<x> ,J’Q(x»—f(x, Fn(x>) F;1 (x>>|£L1\ Fn_yol +L2|F;z’_y::>ly

percio, per l'uniforme convergenza di (17), (18), in corrispondenza ad ogni
€ >0 esiste un 7, tale che, per ogni 7 > #. e per ogni x di [0, 1] risulti

(I Fo—2o| <51 » |Fa—20|<5p e cibé)
|f (%, 50 () 70 (2)) —f (%, Fu (), Fu () [ < &
¢) Siamo ora in grado di dimostrare che y, (x) risolve il problema (12)
(e quindi anche il problema (11)).

Posto

I

Yi(x)y = yo <x>—/g<x SO Yo () s YoM)dn—y: —(¥a—y) %

o

x(x) =y, (x) —/gx @Yo () 5 Vo) dn— (¥.— ),

basterd far vedere che in [0, 1] &
Y@ =x@) =0

17. — RENDICONTI 1962, Vol. XXXIII, fasc. 5.
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Tenendo conto di (16), (15) possiamo scrivere :

I

Y@ =yo()—F(@)— [ g, )/, 50 (0), v6 (1) —F (0, Fu(n), o (n))] dn,

o

x<x>=y'o<X>~F%(x>~/x<xm>[f(n,yo(n):y;@))*f(n,Fn(VD,Fé(m)]dn-

Di qui, per I'uniforme convergenza di

F.(x),F.(x) , f(x,F (%), F, )
rispettivamente a

Yo (%), %0(2) 5 F(x,50(x), 50 (%)),

esistenza, in corrispondenza di ogni € > 0, di un 7, tale che per ogni 7 > 7,
sia (per ogni x € [0, 1]: ‘

b [<e , [x@]|<e

donde

Y@ =x@=o.
Il teorema ¢ cosi dimostrato completamente.

3. Riteniamo opportuno infine rilevare che se (ferme restando le ipo-
tesi fatte nel n° 2) l'equazione
L.»»4+2L,x—2=0

ha radice positiva non minore di 1, (cio¢ se L, ed L, verificano la
(20) L.+ 2L, <2)

il nostro problema ha una sola soluzione (teorema di unicitd di Ch. J. De la
Vallée Poussin: vedasi [1], p. 186).
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