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Analisi matematica. — Un théoréme d'unicité de la solution du
probléme de Cauchy pour Iégquation linéaire normale parabolique  du
second. ordre. Nota di PioTR BEsALA e MIROSLAW KRrzvZaNski,
presentata © dal Socio M. PiconE.

I. On considére I'équation linéaire parabolique

(1) § [u] = _2 ai; (¢, X) t, 0, +25 ¢, X)
+ (2, X) u—uwu=f(,X) (aij = az),

dont les coefficients, ainsi que ‘le second membre f (z, X), sont définis dans une
couche Z:0<<#<< T, "X (1, -+, xn) € 8" (T > 0), & étant lespace eucli-
dien a . dimensions des variables x,,---,x,. On suppose que I’équation -
(1) est parabolique normale, c’est A ‘dire que la forme

(2) A (A) = 2 @iy (£, X) N oy (¢,X)ex

7, j=1
est définie positive.

La Note présente concerne le probléeme qui consiste en la recherche d’une
solution # (¢, X) de I’équation (1) régulitre ® dans Iensemble 3 : o <r<<
< T,X €8 et satisfaisant a la condition initiale

(3) #(0,X) = ¢ (X) pour X €&,

¢ (X) étant une fonction donnée continue dans &”. On appelle souvent ce
probléeme le probléme de Cauchy (2),

Nous convenons de dire qu'une fonction w (7, X) définie dans la cou-
che Y y est de classe E, (de classe E,), « > 0, §’il existe deux nombres M > o

et K>o0 (qui dépendent en général de la fonction w (¢, X) elle-méme),
tels qu'on ait

4 w(@,X)>—M exp K|X|[* (resp. w(¢,X) <M exp K| X|%).

La fonction = (¢, X) est de classe E, (voir p.ex. [5], [8]), si elle est de
classe E, et de classe E, simultainément.

(*) Nella seduta del 17 novembre 1962.

(1) Une fonction u (¢, X) est appelée reguhere (par rapport a lequatlon (1)) dans un
‘ensémble G de I’ espace—temps des variables #, x1 ,- < -, &, , 5i elle est continue dans G et admet
les: dérivées #,- “, VUl - (¢,7=1,---,m) continues 4 Pintérieur G& de I’ensemble G.
Nous disons que % (¢, X) est une solution de I’équation (1) réguliére dans G, si elle est régu-
litre dans G et satisfait & Péquation (1) dans G®.

(2) Ce n’est pas un probléeme de Cauchy au sens qu’on attribue & ce terme dans la
théorie: générale des équations aux dérivées partielles du second ordre, car les conditions

de Cauchy se réduisent. cette fois & une seule, posée sur une caractéristique.



P. BESALA e M. KRZVZANSKI, Un théoréme A unicité de la solution du probléme, ecc. 231

Nous considérons encore une classe, appelée I, dans la suite de la Note,
des fonctions continues dans 3 et jouissant de la propriété suivante: a cha-
que nombre T’€ (0, T) correspond un nombre K >o0 tel que lintégrale

-
fdzf|u(¢,x>| exp [— K | X [] dX
d g

soit convergente.
Dans le cas partlcuher de l’équation de la propagation de la chaleur

(5) uxx'—‘%; =0

A. Tychonoff (voir [11]) a démontré que dans la classe E, le probléme de
Cauchy qui vient d’étre formule, admet une solution au plus. Ce résultat
a été étendu par M. Krzyzanski a I’équation parabolique linéaire normale (1)
sous 'hypothése que ses coefficients sont bornés dans la couche £ (voir [5],
[6]) et ensuite [8] au cas, ol les coefficients de I'équation (1) satisfont aux .
conditions suivantes

6  Jay @, X)| <A, |6, X)|<A|X |+ By (G, k=1, m),
c(t,X)<A,|X]+ B, pour (¢#,X)€X,

A,>0,A, >0,B, >0,A, et B, étant des nombres constants (3).
‘D’autre part, D. Wldder [12] a démontré que toute solution de I’équation
(5) réguliére et non négative - dans une couche Sio<t< T — oo x <<
< + oo, s’annulant pour # = o, est nulle identiquement dans $. Ce résultat
a été étendu a I’équation parabolique normale (1) homogene (f (¢, X) = o)
successivement par J. Serrin [9] et A. Friedman [4]. Il n’en résulte pas immé-
diatement I'unicité de la solution du probléme de Cauchy pour I’équation (1)
dans la classe de fonctions non négatives, mais on peut déduire cette unicité
des autres théorémes (demontres dans [4]), auxquels repose le théoréme cité.
Dans la note présente nous allons démontrer un théoréme concernant
P'unicité de la solution du probléme de Cauchy dans la classe E,. Naturelle-
ment, il en tésulte I'unicité de la solution de ce probléme dans la classe E, @

2. Nous supposons que les coefficients de I'équation (I) satisfont dans
la couche X aux inégalités

¢)) |’1lij(l‘,X)|£Ao,|6k<f,X>|£A,|le\+ B:. (G,j, k=1, -,m),
lc(t,X)| <A X[+ B,

(3) P. BESALA [1] a démontré un théoréme analogue relatif & une classe de systeémes
paraboliques npn linéaires du second ordre. Pour ce qui concerne les systemes des ordres
supérieurs voir p. ex. S. EIDELMAN [3].

(4) P. BESALA [2] a démontré (sous les hypotheses du travail [4]) que toute solution

de ’équation (Ig (homogene) de classe E. dans S, s’annulant pour # =0, est nulle identi-
quement dans 2.
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A.,A,, B,, A,, B, étant des constantes non négatives. La forme 2 (A) est
supposée uniformément définie positive dans Z, c’est & dire on suppose Iexi-
stence d’un nombre «>> 0 tel que

(8) %I(A):_E a,y(t,X)liijMkEAz’:oclAP
i, =1 =1
pour tout (¢, X) € X et pour tout vecteur A (A;,---, A»). Tout ceci étant

admis, nous allons démontrer le théoréme suivant
THEOREME 1. — Nous supposons que le second membre f (¢ - X) de I'équa-
tion (1) est de classe E,, & savoir, gu'on a

(9) f(, X)<M; exp Kf| X ] pour (¢,X)€Z,

My et Ky étant des constantes non. négatives.

Alors il existe un nombre K, > o tel gu’a tout nombre K > max (K, Ky)
correspond un nombre v (K) tel que, u (¢, X) étant une solution de I'équation (1)
régulidre et de classe B, dans la couche S et telle que

(10) u(,X) =M exp K| X2,
on ~
(1) M =My exp (v(K) T),

on a dans i linégalité
(12) u(t,X) =M exp [K|X]?—v (K)7.
Démonstration. — Posons

(13) u(t,X)=v(,X) exp [K|X[|?—w],

K et v étant des constantes qui seront choisies convenablement dans la suite.

L’équation (1) se transforme en I’équation

(19) §[o]= X ai; (2, X) vl _+; ba (2, X) v, +2 (¢, X) v—vj=[(¢,X),
2, 7=1 =1 : .

A

ou

(13) b =bs + 4 KD ani (k=1,--,m),i=2K Sa;
‘ =1 J=1

+4K Y aijxix; - 2K bpxs 4 ¢+ v,f=fexp [—K|X| + v.
i, =1 k=1

On déduit des formules (15) et des inégalités (7) que les coefficients de I’équa-

tion (14) satisfont aux conditions analogues a (6). D’autre part, il résulte de

(8 quon a a;; (¢,X) >a(j=1,---,m) et il existe un nombre & > o tel

que

=8(1+|XP)

g b (¢, X)xé
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pour (¢, X) € Z, on a donc, en tenant compte de (8), 'inégalité
(16) (2, X) >4 Kea—2K® —A,)| X+ 2K (ma—B)— B, +v.
Soit » = K, la racine positive de "équation

4> — 2B —A, =o.
Choisissons

(17) K = max (K,,K;) , v(K)= max [0,2 K (8 —m«)— B, + 1].

On a alors d’aprés (16)

(18) c(@,X)>1

Il résulte de (9), (15) et (17) qu'on a

(19) ft,X) <My exp [(Kr—K)[ X[ 4 v] <M/ exp (V).

Supposons que la solution (¢, X) de I'équation (1) satisfasse & la condition
(10), ou le nombre M satisfait a I'inégalité (11). Soit v (#, X) la solution cor-
respondante de I'équation (14), définie par la formule (13); posons

(20) w(,X)=v(,X)—M
On a d’aprés (19), (11) et (18)
(21) §lw)=f—Mi<o.

En vertu de (10), (20) et (13) onaw (0, X) >o0. La fonction % (¢, X)
étant de classe E, dans &, il résulte de (21) et du théoréme 1 de la note [8]
quon a @ (¢, X) > o c’est a dire qu’on a I'inégalité (12) dans 3.

3. Nous admettons dans la suite certaine hypothése concernant I'équa-
tion (1). 'Soit @ le domaine cylindrique borné, separé de la couche T par
Phypersurface cylindrique | X | = R, R étant un nombre positif. Désignons
par Sg la partie de la frontiere F (Cr) de Cgr située sur la caractéristique
£ =0 et par og la partie de F (Cr) située sur I'hypersurface | X | = R (sur-
face latérale de Cg), par SR I’ensemble Sg + or .

HYPOTHESE (A). — Le nombre R >> 0 étant choisi d'une maniére arbitraire
et ®(t,X) dtant une fonction continue sur S, arbitraire d'aillenrs, il existe
une solution ug (¢, X) de I'équation (1) réguliére dans I'ensemble Ep=Cr + S
et égale & ® (¢,X) sur Sy.

L’hypothése (A) est vérifiée lorsque les coefficients de I’équation (1)
et la fonction f(#, X) sont assez réguliers.

Nous allons déduire du théoréme 1 un lemme suivant:

LEMME 1. — Nous admettons I'hypothése (A) relativement & Iéquation (1)
et nous supposons que les coefficients de cette équation satisfont aux conditions
de la forme (7) et que le second membre f (¢, X) de cette équation est de classe E,
dans Z.
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Ceci étant supposé, a chaque solution u (¢, X) de I'équation (1) réguliére
et de classe E, dans la couche 2 on peut faive corvespondre une solution i (¢, X)
de ['équation

(22) F[u] =—/f(,X)

réguliére et de classe E, dans une couche % = & x [o, T*) (T*<T), telle
gu'on ait u(t,X)+ 4 (t,X) >0 dans $x,

Démonstration. — La fonction f (¢, X) étant de classe E,, il existe deux
nombres non négatifs My et Ky tels qu'on a

(23) |f(2,X)| <My exp Kf| X | pour (¢,X)eX.

Soit % (#, X) une solution de I’équation (1) régulitre et de classe E,
dans £, plus exactement, soit

(24) u(t,X)>—M exp K|X|* pour (#,X)eZ.
D’apres le théoréme 1, il existe un nombre K > max (K, K) et un nombre

v (K) tel que #(#,X) étant _une solution de I'équation (22) réguliere et de
classe E, dans une couche £* = & x[o, T*), ot T* < T et telle que

(25) #(0,X)=M exp K|XJ,

ot M >My exp (VI¥*), on a

(26) Z(t,X) =M exp [K|X[—v(K)7 pour (£, X) € S*.
Soit,

(27) M = max [M; exp (v(K)T), M exp (v (K)T)].

Sous les hypothéses du lemme on déduit du théoréme de [7] (voir aussi corol-
laire 4’ de cette note) I'existence d’une solution % (¢, X) de I’équation (22) 9
réguliére et de classe E, dans une couche S* = & X [0, T*) (o T* < T est
un nombre positif, ne dépendant que des nombres A,,A,,B,,A,, B, et K),
satisfaisant a la condition initiale (25) ©, D’apres (26) et (27) cette solution
satisfait dans 3* & une megallte :

(28) (¢, X) >M exp K|X|
ou K > K. Il résulte de (24) et (28) qu'on a % (¢, X) + % (¢, X) >0 dans Z*.

4. Nous nous référons dans la suite & certains théorémes sur lesquels
repose la démonstration du théoréme de Friedman (voir n-ro 1).

THEOREME 2 7. — On suppose que les coefficients et le second membre de

D équation (1) sont définis dans la couche X et y satisfont aux conditions sutvantes :

(5) Il est évident que si.l’équation‘(l) vérifie I'hypothése (A), il en est de méme de
I'équgtion (22). ’

(6) Dans le théoréme de la note [7] on introduit des parallélipipédes, au lieu des domai-
nes cylindriques de révolution, mais ceci n’influe point sur la démonstration du théoreme.

(7) Ce théoréme a été démontré & peu prés simultainément par L. SLOBODECKIJ [10] et
A. FRIEDMAN [4] pour un systéme parabolique (au sens de Petrovskij) d’ordre pair quelconque.
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® la forme U (N) est uniformément définie positive (voir n-ro 2);

. da;; 3% a;; oa;; by ..
2°'/esfon£t;ons _dij,‘é;,w, ~ ,bk,e—%,c(z,],,é,r,sz
=1,---,m) Sont hilderiennes et bornées,

3 on af(t,X)=o0
Soit u (¢, X) une solution de [I'équation (1) réguliére et de classe 1, (voir
n-ro 1) dans . Si #(0,X) =0 pour X €&, on a u(t,X)=o dans 2.
Le théoréeme 2 implique I'unicité de la solution du probléme de Cauchy
pour I'équation (1) dans la couche % dans la classe I, (sous les hypotheses
1° et 2°). .
THEOREME 3 ®. — Sous les hypothéses 1°=3° du théoréme 2, toute solution
de l'équation (1) réguliére er non négative dans la couche Sa ppartient ala classe 1, .

5. Il est évident que toute fonction continue et de classe E, est aussi
de classe I,; ceci permet de déduire aussit6t du théoréme 3 et du lemme 1
un lemme suivant:

LEMME 2. — Les Aypothéses 1° et 2° du théovéme 2 restant valables, nous
admettons I'hypothése (A) relativement & I'équation (1) et nous supposons que la
Sonction f(¢,X) est de classe E, dans X. Alors toute solution u(t,X) de
Léquation (1) réguliére et de classe E, dans S est de classe 1, dans une couche
S* = & x[o, T*)(T*<T).

THEOREME 4. — Les hypothéses du lemme 2 restant valables, dans la classe
E, le probléeme de Cauchy pour I'équation (1) dans la couche S, avec la condition
initiale (3), admet une solution awn plus.

Démonstration. — Soient u, (¢, X) et u, (¢, X) deux solutions de 1'équa-
tion (1) réguli¢res et de classe E, dans 3, satisfaisant 2 la méme condition
initiale (3). Il résulte du lemme 2 et du théoréme 2 qu'on a #, (¢, X) =
= u, (¢, X) dans une couche £* C £, On étend ensuite de proche en proche’
cette identité i toute la couche 3.
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