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Matematica. — Laplacien sur une variété riemannienne et spi
neurs. N ota (#) del Socio s tran iero  M. A n d r e  L i c h n e r o w i c z .

1. Soit V* une variété differentiable orientée de dimension :n, de classe 
C°°, supposée rnunie d ’unem  étrique ds2 de signature quelconque. Sur les q— 
tenseurs antisym étriques U , G. de R ham  a in trodu it le laplacien défini p a r :

(1.1) AU =  (dS +  ' 8d) U

où d  est Topérateur de differentiation extérieure et § celui de codifférentia- 
tion (I)

S: U, - — AqU,QP i  —  —  x -

À p artir  du tenséur de courbure e t du tenseur de Ricci, AU peut s’expri- 
m er localem ent par :

ksi
(1.2) (AU)Pi...b =  — V°.VeU Pl...p +  X  — 2  RM>P/°UIU--e---0-- B

k,l

J ’ai adopté (1.2) camme définition du laplacien d 'un  q-tenseur quelconque (2). 
L ’opérateur (1.2) jouit des propriétés suivantes : il est autoadjo in t, com m ute 
avec la contraction et préserve les sym étries ou antisym étries possibles de U. 
J ’ai ainsi annoncé, sans dém onstration, le résu lta t su ivant (3)

T h e o r e m  E i .  -  S i  T  est un tenseur à dèrivèe covariante nulle ,

(i-3) A (T 0 U )  =  T ®  AU.

En effet, si T  est un / - te n s e u r  tel que VT = q e t U u n  ^-tenseur, il résulte 
de (1.2) :

A (T ® U ) =  T ®  AU +  V ® U  +  W
avec :

k^i
“  2  T a i . . . e . . . a 2  R a ijQÌa/ o T à I . . A . . 0 . . . a

k,l
et :

De l’identité de Ricci appliquée à T  il résulte :

(1*4) (VxVp, VO -  2  RaiQ,^ T 0i..A.,0̂  =  o

(*) P resen tata  nella seduta del 17 novembre 1962.
(1) y  et l’opérateur de dérivation covariante
(2) Propagateurs et Commutateurs en relativité géhérale, « Pubi. M ath. Ins. H autes 

É tudes Scientif. », n° io, pp. 26-27 e p. 36 (1961).
(3) (Ibidem, p. 36).
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et l’on en déduit W  =  o. Par contraction d e a /  et dans (14), puis substi
tu tion à X de oc/, on ob tien t :

k y i
" 2  Ra7 q,clj 0 Taj. ..e.. .°.. .â  =  O .

En sommali t par rapport à /, il vient V  =  o, ce qui dèm ontre le théorème.
COROLLAIRE. -  S i  & est une application linèaire définie p ar un  tenseur à 

dérivée covariante nulle, du module des q-tenseurs dans le module des r-tenseurs, 
E commute avec A. E n  particulier les opérateurs de Chern (4) relatifs aux form es  
commutent avec A.

Considérons en effet l’application <B définie à p a rtir du (-q -f- r)~tenseur 
C à dérivée covariante nulle par :

De
0 : U„T...„ ■->CIV-49 TĴa T

A (C ® U ) =  C 0 A U

et de la com m utation de A avec la contraction, il résulte :

A eu =  eA u.

2. Nous supposons que la variété V» de dimension paire (n ~  2 v) est 
telle que du fibré principal & (V n) des repères orthonorm és, ou puisse déduire 
p a r extension un fibré principal 9 (V*) -  dit le fibré des repères spinoriels -  
ad m ettan t pour groupe structu ra l Spin (2 v) (lei Spin (2 v) est le revètem ent 
universel du groupe pseudo orthogonal qui est le groupe structu ra l de £ (V*)). 
L a variété W  est dite adm ettre  une structure s p in o r ie l le il existe sur V* 
un vecteur spineur y de type (1.1) à dérivée covariante nulle. Si y a =  (y« b) 
(a , ••*, =  1 , • • •, n indice tensoriel ; a , b =  1 ,•••' , n  indices spino
riels) est la m atrice relative à l ’indice oc des com posantes de y en repère 
spinoriel, on a :

(?• 0  Y« TU +  Yfi Ta =  —  2 gap e (y“ =  g aSi Yp).

Nous désignons par 9 (2) le module des 2-spineurs de type (1.1). T out 
élém ent ^ de 9 (2) peut s’écrire d ’une m anière et d ’une seule :

(2-2) A  =  S j r Y 81- • •

ou. est une ^-fo rm e. Ainsi l’algèbre extérieure des formes de V* et le 
m odule des 2-spineurs adm etten t, en tan t que modules, un isomorphisme :

S : a = 2 a W ^ f e 9 (2)
p

défìni jDar (2.2).

(4) S S  Chern. Algebraic geometry and Topology, Symposium Lefschetz, pp. 103-121. 
Princeton Univ. Press. (1957)5 André Weil, Un théorème de Chern en géometrie riemannienne, 
« Sém. Bourbaki », n°. 239, M ai 1962.
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Soit X le spineur yI . . . y 2V et posons :

=  X<J> =  <px.
Si =  SS on a :

-  SS (—  I)*<j»-i)/9(* a u>). B<j, -  SS (— i)*u>'+')!* (* a (*>)

ou * est Popérateur d ’adjonction sur les formes.
Désignais par v Popérateur sur les formes :

v : a =  2 a (̂ } -» e/a =  2  (— 1)^ a (i&).

Si P et P sont les opérateurs differentiels de D irac  sur les 2-spineurs dé- 
finis par :

(2 .3) Ptj, -  y a Va + V t y  == — V p  + y3

on vérifie aisém ent :

(2-4) PSa =  S (doc -f- Sa) PSa =  Sv (doc— Sa).

Il en resuite que les opérateurs P et P commutent e t que Pon a :
T h ÉORÈME 2. — Le lapiacien A =  P2 =  P 2 sur les 2—spineurs de type (1,1) 

est Vimage p a r  S du lapiacien de G . de Rham  sur les fo rm es:

ASa =  SAa.

D ’au tre  p a r t B e t B v én d e n ti

(2.5) BP; =  PB , BP =  PB , B P .=  PB , BP =  —  PB. 

Posons :

M =  — (P 4- F) N =  -  (P — P ) .

On a NM =  M N =  o et A =  M 2 +  N 2. De plus :

(2.6) BM, =  — NB , BN =  — MB , BM =  NB , B N =M B .

3. !À  to u t opérateur de Chern (2 sur les formes correspond un  opérateur —
note encore fS -  sur les élém ents de <p(2)

e :  $~>CVsVr
où C est un q -sp ineur à dérivée covariante nulle. Des théorèmes i et 2, il 
r isu lte  que 0  com m ute avec A =  P2. Cherchons à quelle condition 0  com m ute 
avec P , il fau t et il suffit que :

done q u e :
y«C3 =  c; ya,

r*r  r
W  =  93  0 /  .

Ainsi Popérateur 0  est défini à p a r tir  de Pélém ent <p de <pé2* à dérivée covariante 
nulle par :
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Supposons que =  S a (̂ ,  9 =  S où a^) est une /-fo rm e , ^  une ^-forine. 
On a :

(3-2) (—  IY* <h> =  2  (—  i f ~ l)h+ H  SK , (P») aW
h

où les sont des opérateurs associés à une ^-form e et in troduits
an té r ieu rem en t(5).

T h ÉORÈME 3. -  S u r  une variété riemannienne V 2V admettant une struc
ture spinorielle, les seuls opérateurs C sur  <p(2) commutant avec P sont ceux 
dèfinis p a r  (3.1). Ils proviennent p a r  S selon (3.2) des opérateurs \ K À | associés 
à des form es à dèrivée covariante nulle.

4. Nous supposons dans la suite V 2V compacte et sa métrique elliptique. 
U n élém ent y) de q (2) est d it harmonique si A73 =  P2 y] == o ; y] èst Pimage par S 
d ’une forme harm onique, done fermée et cofermée. De (2.4) il résulte que 
pour que yj soit harmonique, i l  fa u t  et i l  suffit que Pyj =  o.

D ’après le théorèm e de H odge-de Rham , toute forme a peut s ’écrire

a =  A p -f pi

où [x est une forme harm onique. On en déduit :

Sa =  SÀp +  S[x =  ASp +  S{jl == P (P S p ) +  Sjx.

On ob tien t aussi une traduction  spinorielle de la decomposition de H odge- 
de Rham .

THÉORÈME 4. -  S u r  une variété proprement riemannienne compacte V 2v 
admettant mie structure spinorielle, tout élément f  de cp(2) admet une déco?nposi
tion u n ique:

■ ^ =  Px +■? (X , 9 £ 9 (2) et P9 =  o).

5. Sous les m èm es hypotheses, étudions Pespace E des solutions e 9 (2)
de

(5-1) (A — s2) cp =  o (s — const. =|= o).

T oute solution d e :

(5.2) ( P ~ s ) c p  =  o ou (5.3) ( P + e ) ^  =  o

est solution de (5.1). D ’après (2.5) les deux espaces E ' et E "  de solutions de
(5.2) ou (5.3) ont m èm e. dimension. De la considération de l ’application

/ :  f 6 E - , / H - ( P + ^ e E '

(5) Lichnerowicz, Généralisation de la géométrìe kàhlerienne, «Coll. géom. diff. Lou
vain», pp. 677-679 (1951) et Théorie globale des Connexions, Cremonese, Roma 1955, 
pp. 198-199.



M. André Lichnerowicz, Laplacien sur une variété riemannienne et spineurs I 9 1

il résulte que E =  E ' © E " . On a un résu lta t analogue en su b stitu an t P à 
P. Ces deux opérateurs com m utant, on voit que E est somme directe de quatre  
sous-espaces F (l), F (2), F (3), F (4) correspondant aux solutions d e :

j ( F (I)) ( M — e)<|> =  0 (F<2>) ( N— e)+ =  0
j (F<3>) (M +  e) il =  o (F<4>)(N +  s ) f = o .

D ’après (2.6) ces 4 espaces on t m èm e dimension.
ThÉORÈME 5. -  Sous les hypotheses du théorème 4, Vespace des solutions de 

(A — s2) ^ =  o est la somme directe des 4 sous-espaces F (0 (i =  1 , 2 , 3 , 4 )  
de mème dimension définis par  (5.3). Ce résu lta t se trad u it aisém ent en term e 
de formes.

6. -  R e m a r q u e .  -  Des résu ltats analogues sont valables en dimension 
im paire n — 2 v -j- 1. On sait q u ’il existe un isomorphisme S entre le m odule 
des formes de degré < v  et cp(2). Pour une.v-form e:

(_Tyv(v + i)/2
PSaM =  S8a(v) +   S * .

Z- V - J

On en déduit que le théorèm e 2 est encore valable ainsi que ses conséquences.


