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Matematica. — Laplacien sur une variété riemannienne et spi-
neurs. Nota @ del Socio straniero M. ANDrRE LicHNEROWICZ.

1. Soit V, une variété différentiable orientée de dimension #, de classe
C*, supposée munie d’unem étrique ds* de signature gquelcongque. Sur les g—
tenseurs antisymétriques U, G. de Rham a introduit le laplacien défini par:

(1.1) AU = (d5 +84)U

ol & est 'opérateur de différentiation extérieure et § celui de codifférentia-
tion ()

S UBI.,.ﬁg—>—AQ Uqﬁr

B -

A partir du tenseur de courbure et du tenseur de Ricci, AU peut s’expri-
mer localement par:

Bl
(1.2) (AU>ﬁ1-~'ﬁg =—Vey, Uﬂr"'ﬁq -+ ; RB,éQ U;}I...Q...ﬁq—-% RﬂkQ’ﬁl" Ug,...2...0. By

J’ai adopté (1.2) comme définition du laplacien d’un g-tenseur quelcongue ».
L’opérateur (1.2) jouit des propriétés suivantes: il est autoadjoint, commute
avec la contraction et préserve les symétries ou antisymétries possibles de U,
J’ai ainsi annoncé, sans démonstration, le résultat suivant (3 /
THEOREME 1. — S7 T est un tenseur a dérivée covariante nulle,

(1.3) A(TeU) = T®AU.

En effet, si T est un p—tenseur tel que VI = g et U un g-tenseur, il résulte
de (1.2):
A(TeU) =T®AU 4+ VU + W

avec:
kgl
Voo, = 2 Raye Topr ®ia, — ; Ro, 0056 Ty 0.0 % a,
et: ‘
W“x' oy BBy, = T et Rqégyﬁlg T“x ...... apUﬁz"‘G"‘ﬁq
De PI'identité de Ricci appliquée & T il résulte:
(1.4) (Vi Vi — Vi V) Ty, = 2 R g Ty 8, = 0

(*) Presertata nella seduta del 17 novembre 1962.

(1) v et lopérateur de dérivation covariante

(2) Propagateurs et Commutateurs en relativité générale, « Publ. Math. Ins. Hautes
Etudes Scientif. », n° 10, pp. 26—27 e p. 36 (1961).

(3) (Ibidem, p. 36).
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et 'on en déduit W = o. Par contraction de o; et . dans (1.4), puis substi-
tution 4 A de oz, on obtient:

Bl

En sommant par rapport a /, il vient V = 0, ce qui démontre le thécréme.
COROLLAIRE. — S7 @ est une application lindaive définie par un tenseur o
dérivée covariante nulle, du module des g—tenseurs dans le module des r—tenseurs,
C commute avec A. En particulier les opérateurs de Chern' relatifs aux formes
commutent avec A.
~ Considérons en effet I'application € définie a partir du (¢ + »)-tenseur
C a dérivée covariante nulle par:

Aol
© B q
(G U'-"'x"'ag_> ijx...[gr dapeeeay

De
A (C®U) =CAU

et de la commutation de A avec la contraction, il résulte:

ACU = CAU.

2. Nous supposons que la variété V, de dimension paire (n = 2v) est
telle que du fibré principal 8 (V) des repéres orthonormés, ou puisse déduire
par extension un fibré principal ¢ (V,) — dit le fibré des repéres spinoriels —
admettant pour groupe structural Spin (2v) (Ici Spin (2v) est le revétement
universel du groupe pseudo orthogonal qui est le groupe structural de & (V).
La variété V, est dite admettre une structure spinorielle;, il existe sur V,
un vecteur spineur y de type (1.1)-a dérivée covariante nulle. Si Yo = (Yo 6)
(e, ++,=1,--+, 7 indice tensoriel; a@,b, ---, =1, -+, 2 indices spino-
riels) est la matrice relative 4 l'indice « des composantes de y en repére
spinordel, on a:

(’4.1) Yo Y T VB Yo = — 2 8ap € (e = g*f Y8)-

Nous désignons par ¢* le module des 2-spineurs de type (1.1). Tout
élément ¢ de ¢‘® peut s’écrire d’une maniere et d’une seule:

2v
L 0y (2
(2.2) b= zﬁYQ""Y’%xwgp
p=o
oll «'? est une p—forme. Ainsi I'algébre extérieure des formes de V, et le
module des 2-spineurs admettent, en tant que modules, un isomorphisme :
S: w=Da? > e
»
défini par (2.2).
(4) SS Chern. Algebraic geometry and Topology, Symposium Lefschetz, pp. 103-121.

Princeton Univ. Press. (1957); ANDRE WEIL, U théoréme de Chern en géometrie riemannienne,
«Sém. Bourbaki», n°. 239, Mai 1962,
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Soit A le spineur y*---.y?Y et posons:
By =AY By = .
Si ¢ =SZa?® on a:
By = SZ (— 1)#(6—1/2(x g (2)) By = SZ (— 1)2@+ iz (5 ()
ol % est Popérateur d’adjonction sur les formes.
Désignais par v 'opérateur sur les formes:
v: o= Za? > pg = X (— 1)? a'?.

Si P et P sont les opérateurs différentiels de Dirac sur les 2-spineurs dé-
finis par:

(2.3) Py = v2Va ¢ Py =—Vp iy’
on vérifie aisément :
(2.4) PSe = S (do 4 8 PSa. = Sv (do — 8a).

Il en résulte que les opérateurs P et P commutent et que l'on a:
THEOREME 2. — Le laplacien A = P = P* sur les 2—spineurs de type (1,1)
est l'image par S du laplacien de G. de Rham sur les formes :

ASe = SAq.
D’autre part B et B vérifient :
(25 BP=—PB , BP=PB , BP=PB , BP—=_—PB
Posons : '
M=_(P+P) N=_(P—D).
On a NM =MN =0 et A =M + N, De plus:
(26) BM=-—NB , BN=—MB , BM=NB , BN =MB.

3. 'A tout opérateur de Chern € sur les formes correspond un opérateur —
noté encore € — sur les éléments de ¢

a ar s
C: Lpb_> Cbs q"r
ot C est un 4-spineur a dérivée covariante nulle. Des théorémes 1 et 2, il

résulte que @ commute avec A = P2, Cherchons 4 quelle condition € commute
avec P, 1l faut et il suffit que:

e Cy = Cyye,
donc que:

Ci = o} 5.

Ainsi l'opérateur @ est défini & partir de 'élément ¢ de ¢ & dérivée covariante
nulle par:

(3-1) e:  y—>do (Vo = o).
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Supposons que § = Sa'?), ¢ = S B@ oh a® est une p—forme, B une g—forme.
On a:

(3.2) (e =3 (— 0"

R [é} SK, (£9) o®

ol les K, (8@) sont des opérateurs associés & une g—forme B@ et introduits
antérieurement ©,

THEOREME 3. — Swur une variété riemannienne V,, admettant une struc-
ture spinorielle, les seuls opérateurs C sur ¢ commutant avec P sont ceux
définis par (3.1). lls proviennent par S selon (3.2) des opérateurs | K, | associés
a des formes a dérivée covariante nulle.

4. Nous supposons dans la suite V., compacte et sa métrique elliptique.
Un élément v de ¢'® est dit harmonique si Ay = Py = o; 7 est 'image par S
d’une forme harmonique, donc fermée et cofermée. De (2.4) il résulte que
pour que w soit harmonique, il faut et il suffit qgue Py = o.

D’aprés le théoréme de Hodge-de Rham, toute forme o peut s’écrire

« =028 +u
ou u est une forme harmonique. On en déduit:
So = SAB 4 Sp. = ASB + Sy = P (PSB) + Sy

On obtient aussi une traduction spinorielle de la décomposition de Hodge—
de Rham.

THEOREME 4. — Sur une variété proprement riemannienne compacte V,,
admettant une structure spinorielle, tout élément § de ¢'* admet une décomposi-
tion wunique.:

$="Pr+eo (X, @ €9 et Py = 0).

5. Sous les mémes hypotheses, étudions I'espace E des solutions ¢ € o(2)
de

(5.1) A—e)d=o0 (¢ = const. == 0).
Toute solution de:
(5-2) P—geg=0 ou (33 @P+o¢=o0

est solution de (5.1). D’apres (2.5) les deux espaces E’ et E’’ de solutions de
(5-2) ou (5.3) ont méme. dimension. De la considération de P’application

fi YEEsfp=-""(P+e) ek

(5)’LICHNEROW_ICZ, Généralisation de la géométrie killerienne, «Coll. géom. diff. Lou-
vain», pp. 677-679 (1951) et Zhéorie globale des Connexions, Cremonese, Roma 1955,

PP. 198-199.
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il résulte que E =E'@®@ E”. On a un résultat analogue en substituant P a
P. Ces deux opérateurs commutant, on voit que E est somme directe de quatre
sous—espaces F) F() FG) F® correspondant aux solutions de:

FO)M—e)¢p=o0 FDHN—e)b=o0

(5-3) (FO)Y (M +¢) = o FNDHN +¢) ¢ =o.

D’apres (2.6) ces 4 espaces ont méme dimension.

THEOREME 5. — Sowus les hypothéses du théoréme 4, I'espace des solutions de
(A—e) ¢ =0 est la somme directe des 4 sous—espaces FO (i =1,2,3,4)
de méme dimension définis par (5.3). Ce résultat se traduit aisément en terme
de formes.

6. — REMARQUE. — Des résultats analogues sont valables en dimension
impaire #z = 2v + 1. On sait qu'il existe un isomorphisme S entre le module
des formes de degré <<v et ¢. Pour une. v—forme:

__ I)'v v+ 1)/2

PSoe™ = S3av + — S xdoa™.

—1I

On en déduit que le théoréme 2 est encore valable ainsi que ses conséquences.



