
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Luigi Amerio

Soluzioni quasi-periodiche delle equazioni lineari

iperboliche quasi-periodiche

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 33 (1962), n.5, p.
179–186.

Accademia Nazionale dei Lincei

¡http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1962_8_33_5_179_0¿

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
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Matematica. — Soluzioni quasi—periodiche delle equazioni lineari 
iperboliche quasi—periodiche^ . N ota (*#) del Corrisp. L u ig i A m erio .

1. Siano X e Y due spazi di H ilb e rt; X sia separabile, C Y, denso 
in Y e con immersione continua. Diciamo J l’intervallo — 00 <  t  << -f- 00, Ac 
l’intervallo  11 1 <! 1 /2 , A un qualunque intervallo lim itato.

Indichiam o con a ( t , u  , v), b ( t , u  , v), c (t , u  , v) tre forme sesquilineari, 
rispettivam ente su X X X, Y X X, X X Y, lim itate per ogni t e  J.

Si può in terp re tare la form a a ( t , u  , v) come una funzione di /, a (fi) =  
=  {a ( t , u  , v) ; u e X  , v e X}, a valori nello spazio &, di Banach, avente 
come elem enti le forme sesquilineari lim itate  su X X X ; per l’elem ento 
a ~  [a (u , v) ; u e X, v e X] e €1 assumeremo la norm a

a =  Sup
u , v ={=0

| a (u , v) |
il u llx II 1̂1X

A nalogam ente si procede per le funzioni b (t) =  [b ( t , u , v) ; u e Y, 
y e X } ,  c(t) =  {c(t  , u , v )  ; u e X, v e Y],  nei rispettiv i spazi gB , 0.

Supponiam o che le funzioni a(t),  b (t), c (i) siano lim itate  in J, risulti
cioè

Sup II « (Olla =  A  , Sup I b (t) ||a  =  B , Sup]| c (^)||e  =  C,
/ c j  t e j

con
A ,. B , C <  '+•

Sia poi f ( t ) } t e  J, una funzione e L 2 (A , Y) per ogni A (cioè a valori 
in Y, per quasi tu tti  i t, som m abile secondo Bochner in ogni intervallo lim i
ta to  e con norm a di quadrato  ivi sommabile).

Consideriàmo ora Vequazione funzionale indefinita (del tipo in trodo tto  
da Lions (I))

(B 0  j  {{x (t) , hf (t))y — a (t , x  (fi) , h (/))} dt =
j

=  f { b ( t 9x' (t) ,k(t)) +  c ( t , x  (t) , h (/)) +  ( /  (/) , h (0) y} dt. 
j

La/funzione x  (t) si supporrà definita in J e tale che sia, per ogni A, 

(1,2) * ( / ) e L 2 ( A , X )  , x ' (/) e L 2 (A , Y):

L a derivata  x  (fi) va intesa nel senso delle distribuzioni.

(*) Is titu to  1 M atem atico del Politecnico di Milano. Gruppo di ricerca n. 12 del Comi
tato  Nazionale per la M atem atica del C.N.R., per l’anno 1961-62.

(**) P resen tata  nella seduta del 17 novembre 1962.
(1) J. L. LlONS, Problemi m isti nel senso di Hadamard classici e generalizzati, « Rend. 

Sem. M at. e Fis. di M ilano», 38, pp. 149-188 (1959).
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Osserviamo che x  (f) risulta Y~continua (cioè continua come funzione 
a valori in Y) in tutto J.

Affinché x  (t) sia soluzione della (1,1) si richiede, per definizione, che la 
(1,1) risulti soddisfatta comunque si prenda la funzione di confronto h (t), 
nell’insieme 2t definito dalle condizioni :

h (f) e I f  (A , X) , h! (f) e L 2 (A , Y) (per ogni A),

h (t) è a supporto compatto.

Perciò, se h (f) e anche h (t +  t ) e per ogni t  e J.
È  im m ediato allora riconoscere che l’incogffita x  soddisfa, per ogni t e  J, 

a ll’equazione

(1,3) j'{x ' (t +  tj) , h! (t]))y —  a (t +  t\ , * (t +  tj) , h (tj))} di] —
J

— ! {b (t +  4 > x ' +  fi) > h (7))) +  c (t +  7) , x  (t +  ri) , h (-q)) -f  
j

+  ( / ( *  +  fi) > h ('“Q))y} df).

Se A =  A0, scriverem o Lo (X), Lo (Y) in luogo di L 2 (A„ , X), L 2 (A0 , Y) 
rispettivam ente.

Si indicherà poi con W G lo spazio hilbertiano form ato dalle funzioni 
w (t] ) , 7] €A0, tali che sia

(1,4) w  (tj) e Lo (X) , w ’ (7)) e L 2 (Y),

assum endo còme p rodo tto  scalare la q u an tità

(1,5) (w. »w2)w0 =  J  (u>z (ri) , (tj))x dt\ +  j  (w\ (tj) , w 2 (yj))y dr\ =

=  O i  > a '0 i > (X) +  (w i » (Y)>o o

cui corrisponde la norm a 

( 1,6) \w\ w II2 (X) +  hv’ 'II2 (Y)
1/2

Sia x  (f) una soluzione della (1,1) ; allora {x (t +  f )  ; rj e A 0J definisce 
una funzione di t a valori di W G, che indicheremo ancora con x  (/), sicché 
risu lterà  :

Il *  OOllwo =  | f i  x  ( t  +  V ìx ^ 7) +  J  i x '  ( t  +  ^ ly ^ 7)(L7)
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Si osservi che x  fi) è W 0—continua, si ha cioè, in tu tto  J,
lim \\x fi  +  t ) — x f i ) [I =  o.

t —y o o

P ertan to  x f i )  e x  fi) sono, rispettivamente, L* (X) ^  'Ll (Y)-eontinue : 
si riconosce inoltre che fi) definisce anche la L \ (Y)-derivata di x  fi) (cfr. 
loc. cit. in 2 3 (4)).

Infine, il termine noto f  (fi) risulta L i (Y)-continuo.
In  un recente lavoro (2) ho stud iato  l’equazione (1,1) (o meglio, un caso 

particolare la cui teoria si estende, peraltro , all’equazione qui considerata), 
nell’ipotesi che le forme a fi), b fi), c (fi siano rispettivam ente Si , eB , 
quasi-periodiche (q.p.) e che il term ine noto f  f i  sia Li (Y )-debolm ente 
quasi-periodico (d.q.p.).

Scopo di tale ricerca è sta to  di provare l’esistenza di soluzioni W 0-q .p ,, 
in modo da ottenere una estensione dei classici teoremi dati da F avard  per i 
sistem i lineari ordinari q.p.

Tale estensione è conseguita, in (2>, con enunciati che possono dirsi una 
natu ra le  estensione di quelli di Favard , quando però ci si lim iti a dim ostrare 
la W 0—quasi—periodicità debole della soluzione minimale (corrispondente al 
teorema di m inimax f i .

L a W 0-quasi-p erid ic ità  (forte) della stessa soluzione si dim ostra, invece, 
am m ettendo la validità di un teorem a di dipendenza continua, ovvio per i 
sistem i ordinari, m a che per la (1,1) occorre provare caso per caso.

In una M emoria, a ttualm en te  in corso di stam pa negli A nnali di M ate 
m atica (4), ho o tten u to  per a ltra  via il teorem a di quasi-periodicità forte, 
senza ricorrere al suddetto  teorem a. Si è dovuto, per questo, supporre che 
Vimmersione di X in Y sia completamente continua, anziché continua', si per
viene però ad un enunciato molto semplice, che è possibile applicare a classici 
problem i di propagazione per le equazioni iperboliche a coefficienti dipendenti 
dal posto e d^l tempo.

Nellà presente N ota sono riporta te , senza le dim ostrazioni, la proposizione 
conclusita  o tten u ta  e le applicazioni dedotte.

2. Ammésso, come si è fa tto  nel § i ,„che le forme a (fi), b f i ,  c f i  siano 
q.p., diciamo /  =  .{/*} una successione reale, regolare rispetto  a tali funzioni, 
per la quale cioè risulti, uniform em ente in J,

lini a f i  f i  ln) =  ai f i ,
n —> oo

lim b {t +  l„) — bi (t),
n —> oo
lim C fi f i  ln) =  Cl fi) .

n —T  oo

(2) L. A m erio , Sulle equazioni lineari quasi-periodiche negli spazi hìlbertiani, « Rend. 
Acc. Naz. dei Lincei», 31 (1961), N ota I, pp. 110-117, N ota II, pp. 197-205.

(3) L. A m erio , loc. cit. in (2), pp. 113-115.
(4) L. A m erio , Soluzioni quasi-periodiche d i equazioni quasi-periodiche negli spazi hil- 

bertiani, «.Annali di M atem atica » (in corso di stam pa).
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Le funzioni af t ) ,  b f t ) ,  c f f )  risultano q.p., al pari di a(t),  b(t), c (t). 
Associamo poi alla (1,1) (come in (2>, e analogam ente a quan to  fa tto  

da Favard  per i sistem i ordinari) la famiglia di equazioni omogenee

(2,2) j { (u  (t) , t i  (/))Y — a i ( t , u (t) , h (/))} dt  =
J

=  j  {bi ( t , u (t) , h (/)) - f  ci ( t , u( t )  , h  (?))} dt, 
j

nell’incognita u (f).
Ind icata  con F 0 la classe delle funzioni z (t) a valori in  W c, W (.-limitate e 

W Q-unif'ormemente continue in  J, vale allora il seguente teorema d i quasi- 
periodicità (forte').

Siano soddisfatte le ipotesi:
1) Vimmersione di X in  Y è completamente continua;
2) le forme a(t),  b (t)} c (t) sono q.p.; risulta inoltre (condizione di 

ellitticita)
eli a ( t , x  , X) >  v II x f ^ , (y i>  o) ;

3) il termine noto f  (t) è (Y)-d.q.p. ;
4) esiste, in corrispondenza di ogni equazione (2,2), una costante ct f> o 

tale che, per ogni soluzione u ( t ) e T ò della (2,2), risulti

(2>3) In f 1 u (t) ||Wo >  gi Sup I u (t) |w0 ;
/ e j  t e j

5) l'equazione (1,1) ha una soluzione x Q (t) e T 0.
Allora Vequazione (1,1) ammette una soluzione x  (f) W 0-q .p . 
Precisamente: risulta W 0-q.p. la soluzione minimale (in r o), x  (t) (della qua

le. cqme in (2), si dimostra l'esistenza, l'unicità d la W 0-quasi periodicità debole).
Si noti che la (2,3) esclude che le soluzioni (non nulle) 6 r o delle equazioni 

omogenee associate (2,2) abbiano lo zero come valore lim ite : si t r a t ta  di una 
proprie tà richiesta anche nei teoremi di Favard  per i sistem i ordinari <5).

3. Possiamo applicare il teorem a ora enunciato equazione iperbolica:

(3 .0
a *x{t ,i)

dt2
1 • • • n

X
dx(t,Q

+  X  j t Ì K  > £)
t x i t . l )

dt +

- K i t ,  l) (/„ 5) ì ^ L  -  Co (t ^ ) x { t , §  _ / (i , i).
Nella (3,1) supporrem o t  e J, £ =  (gz , • • •, £*) e O, insieme aperto, limitato 

e cortnesso dello spazio euclideo Sm.

(5) J* Favard, Legons sur les fonctions presque-pémodiques, G authier-V illars, 1933, 
pp. 90-95.
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I coefficienti ajk , bj , c£ , bQ , cQ si supporranno complessi, lim itati in 
J X O e q.p. come funzion i d i t a valori in  L°° (£2) :

ajk if) ~  \ajk ( t , Z) ] \  g £2] , • • •, cQ (f) =  [c0 ( t , £) ; 5 ^ £̂ }«

Se =  {^} è una arb itra ria  successione reale, esiste allora, per il criterio 
di Bochner, una sottosuccessione /  =  {ln} tale che risulti, uniform em ente in J 
(nella norm a di L°° (£2)) :

lim ajk if  +  /») =  djlff)  ,•••' ,  lim if  +  ln) =  c(o (f)
n — ^  00 n —y  00

cioè, uniform em ente in J X £2,

lim ajk (t +  In ,Q  =  ajk( t , £) , • • •, lim c0 (* +  / „ , £ )  =  ^  (7 , 5).
n—>oo » -> oo

Anche i lim iti ## ( / , £ ) , • • * ,  c'o ( f , 5) risultano q.p., come funzioni di 
t  a valori in L°° (£1).

Assumeremo Y =  L 2 (£2), supponendo perciò che il term ine noto f  if ì £) 
sia a valori in L 2 (£2), come funzione di t : f  (f) =  { f ( t ,  £) ; £ € £2 ], Inoltre, 
/  (£) dev’essere Lo (Y )-d .q .p . : ciò significa che, per ogni g  (vj , £) e L 2 (A0 X £2), 
il prodotto  scalare

<J(t) +  V), l) l  (7) , I )  d a
ÀQ d

risu lta funzione q.p. di t (con a si è indicato il coniugato del num ero com
plesso oc).

A m m etterem o inoltre che, per ogni m -p ia  complessa (Xx ,•*.•, Xw), sia 
soddisfatta la lim itazione:

i  • • • m i • ■ • m

(3.2) X  aj k {t X  l ^ l 2 (v > o ) .j d  j
D etta  <j la frontiera di £2, consideriamo il problem a consistente nel 

determ inare ile soluzioni, in J x  £2, della (3, i) soddisfacenti alla condizione 
(di D irichlet, omogenea) :

(3.3) x ( t , l )  |o =  O.
Cerchiam o le soluzioni deboli, nel senso di Ladyzenskaja. Per questo, 

d e tta  h i f , i;) una funzione a supporto com patto e C j  X £2* continua con le 
derivate prime, si m oltiplichino entram bi i m em bri della (3,1) per h (f \ £) e si 
integri in J X £L A pplicando la form ula di Green otteniam o, formalm ente:

(3.4) I "
J h  j  h

- j d t  j bj { t , 5) ^ L + b0 ( t ! ì ' ) h ^ n  +
J ù

— f dt  j  j X  £j  (f,  l) +  c„ ( G  5) *  j — j  l) hdCl.
j  Q J Q
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Sia ora X =  H* (£2); spazio form ato dalle funzioni x  (?.) continue con le 
derivate prime, a supporto C £2, e dai lim iti di queste nella norm a

H x  =  j f  | grad x  (fi) |2 d& j • 
ù

E noto che Vimmersione di X in Y è completamente continua. 
In terpretiam o, nella (3,4), x ( t , £) come funzione di /  a valori in X,

ponendo x  (t) =  {x ( t , £) ; £ e Q | ; la derivata x' (/) =  j ^  ^  ; £ e O | si

supporrà a valori in Y. Si pongano inoltre, per la funzione dì confronto 
h (fi) =  \ h ( t , £) ; £ e £2}, le condizioni assegnate per x  fi), am m ettendo, in 
più, che h fi) abbia, in J, supporto com patto.

D alla (3,4) segue allora che x  (t) verifica u n ’equazione del tipo :

(3 >5) {f i  fi) , t i  fi))y dt  — a ( t , x  fi) , h fi))} dt  =

=  |  (* » 00 > h f i )  +  * (*, * (0  , A (/)) +  ( /  (/) , A (/))y | , ;
j

ove le forme sesquilineari a ( t , u , v), b ( t , u , v), c ( t , u  , v) sono definite, 
in modo ovvio, m ediante la (3,4) e soddisfano alle condizioni poste nel teorema 
di quasi-periodicitti. risu lta in fatti

1 • • • m

\ a ( t  +  x ) — a(t)  ||a  <  2  II aik ( t +  t)  — ajk (t) |jLoo ,

e analogam ente per le altre forme. Le soluzioni x  (f) della (3,5) sono dette  
soluzioni deboli della (3,1), co n ia  condizione (3,3). Ci riferiremo esclusivam ente 
a tali funzioni che diremo, senz’altro, soluzioni della (3,1).

R isulta inoltre

f  dx {t +  7] , g)
/ I
ì

e le equazioni (2,2) si ricavano (come la (3,5) dalla (3,1)) a partire  dalle equa
zioni omogenee associate:

(3.6) -------j , k \ -r>K/

nell’incognita u( t , f i ) .
Per po ter applicare il teorem a di quasi-periodicità occorre perciò che :

I) esista, per ogni equazione (3,6), costante <7/> o
soluzione u fi) =  {z/ ( / ,  Q ; E, € £2 ] appartenente a r o soddisfi alla limitazione

(3 > 7) In f 1 u (t) ||w0 >  Gì Sup jj u (t) j|Wo ;
/ e j  t e ]

II) la (3,1) ammetta una soluzione ( t , £) 6 T0.

I * (0||wo =  I f r i  j  | g rad? x  (t +  rj , %) \* d ù  +  Jdrj
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In  tali ipotesi, la (3,1) ammette ttna soluzione x  (t VIQ-q.p. : la solu
zione minimale.

Si noti, inoltre, che la (3,7) è soddisfatta, in v irtù  del principio di con
servazione dell’energia, se la (3,1) si riduce alla classica equazione delle onde.

In  questo caso, anzi, tu tte  le soluzioni risultano q.p., poiché tali sono, 
come è noto, le soluzioni dell’equazione omogenea delle onde.

Consideriamo la seguente, più generale, equazione :

(3,8)
32 x ^

= 2j,k
3

a f f i l a *0 + 9 ' (0 
9 (0

dx
di

Oc a )  >  o),

supponendo 9 (/) >  p >> o, 9 (/) q.p. insieme alla derivata 9' (/).
Sia /  =  {4} una successione regolare rispetto  a 9 (/) e 9' (t) : posto

(e quindi

9i (t) =  lim 9 ( / ;+  4 )
« —> 00

9 /(0  =  lim q  {t X  I n ) ) ,
n  00

le equazioni omogenee associate alla (3,8) diventano :

( 3.9)
0 * u 
et2 (o j x  +

9/(4 du 
9/(4

Con la sostituzione 

(3,10)
/

T =̂= / 9/ (•»]) tìfy,

otteniam o

3// 3// . .
-3 7  =  - 3 7 9 / ( 0

32 u 32 2/
= ^ 9 / ( o + - : -

3u 9/(4
3/2 , 3t 3/ 9/ (/)

e là (3,9) si trasform a nell’equazione delle onde :
1 • • • m

<3 ’" )  ^  =  2

Si ricava allora, per il principio di conservazione dell’energia, d e tta  K„ 
una costante >  o (dipendente solo dall’integrale u ( t  , £)),

'* (1 • • -m
3//
3t

v o  =  k :

cioè

Q d

du
dt dei =  k : .
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Si deducono di qui le lim itazioni :

«K» <{\ \  n{t )  Ix + I I^ C O IIy I '/ '^  PK»

con oc, p costanti positive, indipendenti da /  e da u\  ne segue la (3,7), con 
a /  =  a /p .

Possiamo perciò applicare alla (3,8) il teorem a di quasi-periodicità e 
dim ostrare (se è soddisfatta la condizione II) l’esistenza di una soluzione 
x  ( t , £) W Q-q .p . Non si può però, in generale, dedurre di qui la quasi-perio
dicità di tutte le soluzioni er ( t , E) : si d im ostra infatti, u tilizzando un risultato  
di Favard (loc. cit. in pp. 1 0 5 -1 0 6 ) , che condizione necessaria e sufficiente 
perchè Vequazione omogenea

(3 , 12)
d2 u
dt2 =  9 2 (*)

1 • • • n 

2
9 ' (/) du 
9 (/) 31

abbia soluzioni (non nulle) W Q-q.p. è che risulti
t

(3,13) 9 Ol) d ri=  p t + 4/ (t),

con tj; (t) funzione q.p ., p  costante.
Precisam ente : se vale la (3,13) tutte le soluzioni della (3,12) sono W Q~q.p 

se la (3,13) non è soddisfatta, la (3,12) non ammette soluzioni W 0-q.p. (esclusa 
la soluzione nulla). In  questo caso la minimante x  ( t , £) è perciò Punica solu
zione W d-q.p. della (3,8).


