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Fisica. — Scattering d i radiazione elettromagnetica prodotto da 
elettroni di elevata energia. Parte II (*} Nota di G iulio Calamai, 
presentata dal Corrisp. G. R ighine

5. Polarizzazione. — D obbiam o adesso trovare per cos 0  una espres­
sione più ad a tta  alle applicazioni. A  questo scopo notiam o an z itu tto  che la 
in tensità  to tale di scattering  può sempre riguardarsi come la somma di due 
com ponenti polarizzate ad angolo re tto , che chiam erem o risp. com ponente 
perpendicolare, con direzione di polarizzazione individuata dal versore e 
com ponente parallela, con versore e^. Per definire queste direzioni indichiam o 
con eQ il versore relativo alla direzione di polarizzazione incidente, e con k  e k Q 
due vettori nelle direzioni di propagazione delle onde risp. diffusa ed origi­

naria e con grandezze definite dalle (2,7). Dopo ciò chiameremo direzione e\ , 
quella perpendicolare a k  e alla direzione di polarizzazione originaria eQ . Per 
questa com ponente è quindi 0  | =  n /2 e perciò

(5 ,0  cos 0  j =  o.

L ’altra  com ponente deve allora essere polarizzata nella direzione e^, perpen­
dicolare a k  e ad e \ . Nella figura 2 queste direzioni sono ripo rta te  sulla sfera e 
si o ttiene facilm ente (colla considerazione del triangolo sferico tratteggiato):

(5,2) cos^0[|-------j =  sin & cos 9 ; cos2©u =  i — sin2 & cos2 9 ;

9 è l ’angolo tra  le giaciture (kQ , J0) e (kQ, H).

(*) Pervenuta all’Accademia il 16 luglio 1962.

IO . —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXIII, fase. 3- 4.



136 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXIII -  Ferie 1962

Facendo uso di (5,1) e (5,2), la (4,4) ci dà:

4 tri2, c* r2 \ k0  / (1 — p2sin2oc) (1— fìa0) \ k{\ — $a) k0 (i— $aQ)

+

(5,3) Ij_=
1 e4 Io / vkSi%1

(5,4) T _■ 1
 ̂ 4 m 2 c4

ed

, k ( i
ko( l

(5,5)

. k (1 — B a
+  ~—77"------------ 2

4 m 2 c* r 2 \ k0  ) (1— p2sin2oc) (4— $aQ) j k ( i — $a)

k(i  — p 0) —  2 -}- 4 (i — sin2 -9- cos2 9) (1 — ft2)2 
aQ) ( 1 — P a) 2  (1 — p aQ)2

I =  I |  H- Ill­

's. A pprossimazione per  u n ’onda originaria  d i bassa frequenza . -
Supponiam o che sia:

(6,1)
ko (1 ----COS -fr) h i  ----- P2

(I — P«)
me2.

Q uesta relazione sarà verificata per frequenze sufficientemente basse, anche 
se gli e lettroni diffondenti hanno energie elevate. Sarà poi verificata in ogni 
caso per 1 — cos & ^  o , cioè per direzioni di scattering sufficientemente 
vicine alla direzione originaria.

Come conseguenza della (6,1) la (4,3) diviene:

(6,2) k — k0 (1 — P^o)
(1  —  M

cioè,/ come era prevedibile, il cam biam ento di frequenza in questa approssi­
m azione è dovuto al solo effetto Doppler. La (4,4) diviene poi:

e4 Io ( 1 - P 2)3
(1 — P2 sin2 oc) (1 — p a)4(6.3) m2 c* r‘ cos20



e quindi: 

(6,4)
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Il = 0

(6 , 5) I Io ( i — p2)3
m2 c4 r2 ( 1 — p2 sin2 a) ( 1 ■— p#)4 (i -— sin2 cos2 9) .

Se la radiazione incidente è polarizzata, tale è anche la radiazione diffusa. 
Per radiazione originaria non polarizzata si sostituisce per cos2 9 il suo valor 
medio 1/2 e la (6,5) diviene:

(6 G) t jq ( i - P 2)3 (1 + c o s 2 ^)
' ’ ' . m2 c* r2 ( 1— p2sin2a ) ( i ' — p#)4 2

Per calcolare il flusso om nidirezionale di radiazione diffusa riferiamoci 
ad un  sistem a di coordinata polari (in 2 ')  avente l ’asse nella direzione k'Q. 
Introducendo un  azim ut contato  da una giacitu ra arb itra ria  (per esempio dal 
piano (k 0  , e0), la energia W ' diffusa per u n ità  di tempo in tu tte  le direzioni è

(6,7) W ' dy  / P / 2 sin

e cioè nella nostra  approssim azione

(6 ,8)

2 Jt

W ' =  a
o

JC
é?4

m 2  c4
o

sin y  cos2 ©' dW .

Se si sostituisce nella (6,8) per cos2 ©' il suo valor medio sulla sfera ( =  2/3), 
si o ttiene

(6,9) m2  c4
<?4 ^

m2

E poiché la energia irrad ia ta  per u n ità  di tempo è un  invarian te relativistico 
[9], il resu ltato  i trovato  vale anche in 2 '. Si ha quindi:

(6,10)
2 E ^ i - p a o )2
3 m 2 c3 (1— p2)

Se adessp si fa la media di E* nel tem po si perviene alla form ula (trasform ata 
di quella di Thom son):

(6 ,u ) w = — g4 (i --P#o)2 02
3 m 2 c3 ( 1 — p2) 0

Si può anche procedere facendo uso della form ula di Larm or, generalizzata 
rela tiv isticam ente da Schwinger [9]:

W  = 2 e2
3 m 2 c3

1 d p \ 2 1 /  d U  V2 )

d t )  c2 \ dt ) j
(6,12)
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in cui p  è l ’impulso dell’elettrone ed U  =  — mc -
f i - p

equazioni relativ istiche del m oto dell’elettrone nel 
dell’onda incidente si possono porre nella forma:

è la sua energia. Le 

campo elettrom agnetico

( 6 , '3) %

e quindi:

(6,14)

=  eE„ dpy
dt =  * (Eoy — PH0*) dfiz

dt — e (E0z

' dp \ 2  

v dt

d  U 
dt

1 ( d  U

=  eEx v

C2 \ d t
=  e* E l ( i  —  ?>aoy

per dedurre la quale abbiam o ancora fa tto  uso delle considerazioni con cui si 
sono dedotte le (3,7)- Sostituendo nella (6,12) si o ttiene la formula:

(6>1 5) W  =  y  ni2 fi (1 — (32) ~

che è identica alla (6, io). L a coincidenza dei risu lta ti è resa possibile dalle 
drastiche semplificazioni eseguite duran te  i calcoli. Essa però ha solo il si- 
gnificato di una verifica rudim entale dell’approssim azione usata, ed il valore 
trovato  per W  non influisce affatto  sui successivi sviluppi.

7. Approssimazione per onda originaria  di frequenza m olto e l e ­
vata  : (U. R). -  Supponiam o adesso che sia invece

(7 ,0 me2
ko  ( 1  ---- COS &) j / j ____^2

i — fìa
In  questa approssim azione la (4,1) diviene:

(7,2) k — me2 (1 — $aQ)
(1 — cos H) f i  — p2

L a frequenza di scattering  dipende, oltreché dalla velocità dell’elettrone, 
ànehe dagli angoli che la direzione della radiazione t incidente form a con 
quella, della radiazione diffusa e colla velocità. Non dipende però dalla fre­
quenza originaria (effetto Com pton U. R.).

Se (1 —  cos &) non è troppo vicino a zero e (3 non è troppo vicino ad uno 
(condizioni queste im plicitam ente contenute nella 7,1), sarà:

(7,3) k < k 0

e la (4,4) nella presente approssim azione si può scrivere:

(7, 3)
_I_ 4̂ JT________ (1 ft#o)2_______
4 6  k 2 (J — COS a-)2 (1— (32 sin2 oc)

In  questa espressione non com pare traccia di polarizzazione, essendo sta to  
trascurato  il term ine in cos2 0 . Ciò significa che nel caso considerato di fre­
quenze elevatissim e è

(7,4) I_[ =  I||
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e che la (7,3) rappresenta l ’in tensità  di una di queste com ponenti. L a form ula 
definitiva per l ’in tensità  to tale  deve essere scritta  nella m aniera seguente:

(7,5) 1 =  11 +  1,1 = I
kl

______ (1 — $aof_______
(1 — cos '9')2 (1 — p2 sin2 a)

La radiazione di scattering  non è polarizzata anche se la originaria lo era. La 
in tensità  di scattering  è poi funzione, oltre che delle grandezze da cui dipende 
k  , anche dell’angolo fra la velocità e la direzione di scattering  e (a differenza 
di quanto  accadeva nella approssim azione precedente) anche della frequenza 
vQ originaria. L a dipendenza dal m oto dell’elettrone nella (7,5) è espressa dal 
fa tto re

(7,6) B (P , a , aG) (1 — ftao)2 
(1 — p2 sin2 a)

C onsiderando la sola dipendenza da [3, si trova:

dB   2(1 — p ad) (P sin2 a — a0)
3p (1 — p2sin2a)2

Quindi B è funzione crescente o decrescente di $a seconda che è:

(7,7) [3 sin2 a ^  aQ.

8 . In t e r p r e t a z io n e  d e i  r isu l t a t i e  calcoli n u m e r ic i per  l e  b a sse  
FREQUENZE. — U n ’analisi della (6 ,6), che è la form ula che più interessa per i 
nostri scopi, po rta  alle seguenti conclusioni.

Quando l ’elettrone è in quiete esiste la no ta  lieve anisotropia dipendente 
dall’angolo fra la direzione originaria e quella di scattering. Tale anisotropia

è espressa dal fa tto re  -1— ^os (variabile da 1/2 ad 1) che spesso viene tra ­

scurato col considerare isotropo lo scattering dell’elettrone. Quando invece 
l ’elettrone è in m ovim ento si crea una seconda anisotropia (che si compone 
colla prim a) dipendente da ll’angolo che la direzione di scattering forma colla 
velocità dell’elettrone. Tale anisotropia è espressa dal fa tto re / :

(8 0   ^ " P 2)3 ...............
 ̂ J (1— p2 sin2 a) (1 — PO4

Nella seguente tabella, a due en tra te , il fa tto re  /  viene riporta to  in funzione 
di p e di a:

T a b e l l a  I.

\  a  

p \
o ° . 4 5 ° 9 0 ° 1 3 5 ° 1 8 0 0 2 2 5 ° 2 7 0 0 3 1 5 ° 3 6 0 °

0 , 5 6 , 7 5 2 , 7 7 0 , 5 6 0 , 1 4 0 , 0 8 3 0 , 1 4 0 , 5 6 2 , 7 7 6 , 7 5

0 , 9 6 8 , 6 0 , 6 6 0 , 0 3 6 0 , 0 0 1 6 0 , 0 0 0 5 3 0 , 0 0 l 6 0 , 0 3 6 0 , 6 6 6 8 , 6
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D alla Tabella I e meglio ancora dal grafico (fig. 4) viene messa in evi­
denza la m aniera di prodursi dello scattering. Se si prescinde, come spesso suol

I 1 cos2^
farsi, dal f a t to r e ------ -— — , che rappresenta una debole anisotropia rispetto
alla direzione di incidenza, la radiazione diffusa, isotropa se l ’elettrone è in
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quiete, si va concentrando a tto rno  alla direzione della velocità dell’elettrone, 
m an m ano che [3 aum enta. In  questa direzione la radiazione diffusa è m olto più 
intensa di quella che si ha per l ’elettrone in quiete, m entre nelle altre direzioni 
è invece notevolm ente m eno in tensa e si può dire ad d irittu ra  trascurabile 
per le alte energie. Questo com portam ento ha delle analogie con quello della 
radiazione di sincrotrone, in cui la emissione è concentrata in un cono di pic­
cola ampiezza a tto rn o  alla direzione della velocità. N atu ralm ente nel caso p re­
sente non viene emesso uno spettro  continuo; la frequenza della radiazione di 
scattering  è d a ta  dalla form ula (6,2).

R ingrazio il prof. Giuliano Toraldo di Francia per averm i suggerito 
questo argom ento ed averne resa possibile la tra ttaz ione con i suoi consigli 
e con m olte discussioni. R ingrazio il prof. Guglielmo Righini, d iretto re del­
l ’O sservatorio Astrofìsico di A rcetri, per il costante interessam ento duran te  
il lavoro e per i preziosi suggerim enti.

B ib l io g r a f ia .

[9] J- Schwinger, On the classical radiation o f accelerated electrons, « Physical Review», 75, 
p. 1912 (1949)-


