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Meccanica. — La piastra circolare volante e la piastra su ire 
appoggi puntiformi variamente caricata e problemi che ad esse si 
riferiscono. Nota I n  di M a r i o  C o m o , presentata dal Socio G. K r a l l .

i. Per un corpo elastico libero, in particolare per una p iastra  elastica 
libera (volante) p riva di vincoli di cui qui ci si occupa, ha senso parlare di 
problem a elastostatico  solo e so ltan to  se le forze agenti costituiscono un 
sistem a equilibrato. Lo spostam ento  trasversale w  (P), di un pun to  P, pro  
vocato da una distribuzione di forze (secondo w) w  =  w  (P) si ha con 
una q u ad ra tu ra  secondo la relazione

CO w (P) =  f  G (P , P') J, (P') dQ (P')
d

G (P, P') essendo la funz ione  d i  influenza o di Green: spostam ento in P 
p rovocato  da una forza pun tuale  i in P '. Poiché la forza i non è ovvia 
m ente equilibrata, occorre pensare la p iastra  vincolata, isostaticam ente però, 
ad esempio con un incastro  pun tuale  (un asse fisso cale tta to) o p iu tto sto  
con tre appoggi pun tuali non allineati.

Le corrispondenti reazioni si calcolano con le equazioni cardinali della 
s ta tica  e G (P , P') risu lta  così come deform ata della lastra  sotto  l’azione di 
q u a ttro  forze parallele equilibrate: Q =  i in P ' e le tre reazioni , R 2 , R 3 
dei tre appoggi. Occorre appena dire che tali reazioni fanno il loro ruolo 
nella (i)  m a alla fine, per l ’equilibratezza di p  scompaiono dal calcolo. Il 
problem a rig u ard an te  la determ inazione di G si sa risolvere poiché la solu 
zione singolare per la forza puntuale , che è poi la soluzione fondam entale 
dell’equazione AAw  =  o, è notissim a. Si ha allora una combinazione lineare 
delle singolarità di cui occorre annullare gli sforzi corrispondenti al contorno, 
che è libero. C oncettualm ente almeno, basta  sovrapporre una soluzione rego 
lare dell’equazione omogenea, soluzione corrispondente alla distribuzione 
opposta di sforzi al contorno. N atu ralm ente, salvo casi particolari, non è 
da pensare di cercare G quando occorre la deform ata conseguente al neces 
sariam ente equilibrato  carico p  =  p  (P '), soddisfacente dunque, con x 9y  
assi nel piano m ediano, alle condizioni

(2) / p d  0  =  o , / p x d  0  =  o , / p y d  O =  o .
Ò Ù Q

M a la (1) serve com unque, come subito vedremo, almeno simbolica- 
m ente, per risolvere il problem a staticam en te  elem entare che essa com pendia (*)

(*) Pervenuta all’Accademia il 21 ottobre 1962.
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e tu t ta  una serie di problem i per i quali p  =  p  (P) anziché funzione no ta  
è funzione della w  stessa sicché al problem a della q u ad ra tu ra  si sostituisce 
quello della soluzione di una equazione funzionale.

Ciò posto, sia dunque p  esprim ibile come com binazione lineare a coeffi 
cienti costan ti 7TW di N funzioni cpm =  (P),

N

(3) p  (P) — 2 *-1Zm 9m (P) •
1

Le 9 W caratterizzino distribuzioni di carico per le quali si sa, per ognuna, 
calcolare, in regime di vincolo isostatico, la corrispondente deform ata,

(4) o'* (P) =  j G (P, P') 9w (P') d& (P')
Q

senza che occorra conoscere la G. L a w  sarà data , in conform ità con la (1) da

N

(1 ') V> (P) -  X »  W ™ (P) •

Le cpm, singolarm ente, non occorre che sieno equilibrate bastando  im  
porre ai coefficienti nm le condizioni che seguono dalle (2)

S m'7rm / 9md d =  / p d a  =  O
Q

=  O ;

S W7Um J
Q

9 my d a =  o .

Poiché i vincoli sono isostatici, i tre appoggi ad esempio, le (2') assicu 
rano cfie le reazioni per p  =  p  (P) secondo la (3) saranno tu tte  nulle e che, 
pertan to , fa tto  singolarm ente per ogni w m il loro ruolo (per il calcolo delle 
ze)m secondo la (4)), esse, sommandosi, escono effettivam ente dalla scena del 
calcolo.

Se la p iastra  che si considera è circolare e il carico p  ha sim m etria as 
siale le avranno anche sim m etria assiale e per esse non occorre neanche 
considerare i tre appoggi e ci si può riferire al bordo sem plicem ente ed 
uniform em ente appoggiato. Le reazioni globali del bordo stesso risulteranno 
senz’altro  nulle se le <pm assialsim m etriche soddisfano l ’unica condizione di 
equilibratezza:

Diciamo appena che, per delle <pm del tipo

9« =  P»*
r \m —i
R
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r  essendo una delle coordinate polari, R il raggio, se B è la flessorigidezza, 
si ha

w m (r) pm R4
B (m 2)2 (m +  4)2 

e la reazione uniform e sul bordo circolare esterno è

P
r
R )

(pm — Pm R
2 (m +  i) 7T

Sicché una com binazione di N funzioni del tipo w m , m  ~  i , 2 , • . . N, dovrà 
soddisfare all’unica condizione di equilibratezza:

N
Pm

j m -f- i =  O .

Per carichi non assialsim m etrici, non resta  che ricorrere ai tre appoggi. E 
qui vogliamo considerare per la p iastra  circolare su tre appoggi le condizioni 
di carico em isim m etriche

P (r , 6) =  pm pm cos 6 .

2. Con riferim ento ad un sistem a di coordinate polari e nel caso dello 
spessore costante l’equazione classica per la deform ata trasversale w  di una 
p iastra  elastica soggetta ad un carico p  secondo w  si scrive

^  j_ 1 _j i d2 \ (  d2w  | i dw ( i c2w \   p ( r , Q )
 ̂ ' \ d r * . ' r  dr ' r 2 202 ) \  dr2 7~ dr ' f 2 202 /  =  B ‘

L a w  ( r , 6) soluzione della (5), si può scrivere nella forma:

(6) w  (r , 0) — w Q (r,  0) +  w, (r, 0)

con w Q ( r , 0) in tegrale partico lare della (1) e w l (V, 0) integrale generale 
dèirom ogenea associata.

Nel caso della p iastra  su appoggi puntiform i, se per w Q(r,  0) si assume 
deform ata orm ai classicam ente nota, corrispondente al carico p  ( r , 0) 

della p iastra  appoggiata lungo tu tto  il contorno (condizione (0)), la solu 
zione del problem a è ricondo tta  alla determ inazione della deform ata w 1 (r , 0) 
della p iastra  appoggiata su pun ti, p riva di carico in tu tto  il dominio m a 
caricata  al bordo (condizione (1)) dalla reazione, cam biata di segno, della 
condizione (o).

L ’integrale generale w 1 (r , 0) è fornito da:

00
(7) ( t  > 0) =  A 0 +  B0 r 2 +  2  (A« +  Cm r m + 2) cos mQ +

PO
+  . . 2  +  C*

m = 1
r m + 2) sin m  0 .
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Inoltre  se è la reazione concentrata  del generico appoggio k, essa è 
rappresentab ile con la serie:

(8) - § - ( -  +  J ) cos*»e*)

dove è:

6ì  =  0 - y *

essendo yk l ’angolo che definisce la posizione del generico appoggio k  (fig. 1).

Le costanti incognite che figurano nella (7) vengono determ inate con 
l’im porre le condizioni al contorno:

(9) (M r> = R = 0

3 /  00 \
(9') (V,),=R =  -  (Vo),=R +  | L | I +  2  cos m%t )

ove (V0)r==R rappresen ta la reazione per la p iastra  circolare nella condi 
zióne (o).

In una N ota  II applicherem o queste considerazioni al caso dei 3 appoggi 
(d istanziati di 120°) sul bordo e darem o esaurienti tabellazioni per le solu 
zioni trova te  in talune im portan ti condizioni di carico cp =  cpm per le (3) 
delle premesse.

Bi b l i o g r a f i a .

K. GlRKMANN, Flachentragwerke, Wien 1956.
G. Kr a l l , « Piastre », Manuale delVingegnere civile -  Cremonese, Roma i960.
A. NÀDAI, Elastische Platten, Berlin 1925.
S. Ti m o s h e n k o , S. W o i n o w s k y -K r i e g e r , Theory o f plates and shells, Me. Graw Hill, 1959.


