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Meccanica. — Le condizioni sufficienti per la stabilità asinto
tica in grande di una classe di sistemi non lineari di regolazione auto
matica. Notan  di A r io  R o m i t i , presentata dal Corrisp. C. F e r r a r i .

1. I n t r o d u z io n e . -  In  questo lavoro sono s ta te  determ inate condizioni 
sufficienti di s tab ilità  per sistem i di regolazione aventi un elem ento non 
lineare. Il m etodo generale s fru tta to  a questo scopo è descritto  in una p re
cedente N ota in questi «R endiconti» [1 ]. Le condizioni sono espresse m ediante 
ineguaglianze in cui com paiono unicam ente i coefficienti della funzione di 
trasferta  della p arte  lineare del sistem a di regolazione. Q uando il num ero 
delle equazioni del prim o ordine che descrivono il sistem a è abbastanza pic- 
colo^le condizioni di s tab ilità  risu ltano  esplicite e semplici. Se tale num ero 
è invece com unque grande, un m etodo qui indicato perm ette  sem pre di riso l
vere il problem a.

Nel presente studio sono anche s ta ti effettuati confronti tra  le condi
zioni sufficienti di s tab ilità  o ttenu te , e le condizioni necessarie e sufficienti 
valide per lo stesso sistem a di regolazione, in cui la p arte  non lineare venga 
so stitu ita  con un elem ento lineare.

Poiché Telemento non lineare dei servomeccanism i qui esam inati è di 
un tipo m olto generale, non meglio precisato che dall’uguaglianza di segno 
tra  i segnali en tran ti e quelli uscenti, è evidente che la regione di s tab ilità  
nello spazio dei p aram etri che si o ttiene non può, altro  che in casi p artico 
lari, coincidere com pletam ente con l’effettivo dominio di stab ilità , m a è 
sem pre in esso contenuto; appare quindi u tile  qualche controllo delle d if
ferenze.

U n  altro  confronto è s ta to  qui fa tto  con le condizioni di s tab ilità  locale 
dei sistenii di regolazione non lineari a relè, note dai lavori di T sypkin  [2], 
e rigorosam enfe d im ostra te  da K inyapin  e N eim ark [3] ed A nosov [4].

2. L e  CONDIZIONI s u f f ic ie n t i  p e r  l a  s t a b il it à  a s in t o t ic a  e s p r e s s e

MEDIANTE I COEFFICIENTI DELLA FUNZIONE DI TRASFERTA DELLA PARTE 
LINEARE. -  L a funzione di trasfe rta  della p a rte  lineare del sistem a di rego
lazione in èsame sia:

( 0 w (p) = K P n- x + K- 
pn + a„p’

pH- x + ---+ b ,
1 +  • ' ’ +  #1

Perché il sistem a sia asin to ticam ente stabile in grande, è sufficiente che 
siano validi due requisiti, e cioè che: (*)

(*) Pervenuta all’Accademia il 27 settembre 1962.
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i° la sua p arte  lineare sia autonom am ente stabile, in modo che siano 
negative tu tte  le p a rti reali delle radici del determ inan te ca ratteristico  del 
sistem a di equazioni che lo descrive;

2° un certo gruppo di equazioni algebriche di secondo grado abbia 
soluzioni tu tte  reali.

Il prim o requisito , per il criterio di H urw itz, è esprim ibile m ediante le 
condizioni:

(2) an >> o
&n — 2 

I CLn — r
> 0

eccetera.

Cbn — 2 G"n — 4
I Cbn--I ^n — 3 > 0

O &n &n— 2

0 si ha un gruppo di soluzioni z
tu t te  reali per le equazioni algebriche che si ottengono da T1], formule ( k), 
(6), (20), (2^1), (26), (27):

k—1 n n
(3) ^ 2 ^ ( 0  22 Zj ^2 k — s-\-n — i 2̂ ) Zj ®s-\-n—j

(4)

“ (-■I)*
n \ 2 n

22 Zi ®k-\-n — fi “f“ bs G2I1+S ~  O
i — 1 /  s =  1

k—  1 n n
^ 22 (' 0  2C ®—-2k-\-s—i-f n — i 22 Z7 (7—s — i-f-n—j

j = o  i =  1 7 =  1

(— o 4( 2 * ct-* - • 1 -f n — i
2 n
| 2 )  Gs~— 2k--2 — O.

S ~  I

Di tali equazioni se ne debbono considerare n , o tten u te  facendo variare 
il num ero in tero  k.

Si ha così, per k  — o:
n

(5) ' z \ — 2  bs Gs

(6)

per k  =  1:

(7)

(8) 4

n
n

2*ì) Qj — 2
1

n
zi — 2 z z £3 =  z\ (2 cr„+I — al) — ^  as+*

S= I

2 Zn CT,-,

eccetera.
Perché le z  siano tu tte  reali, dalle (5) e (6) si ha in tan to  che devono 

essere* sem pre soddisfatte le:
n

S= I

n
X  bs Cs — 2 >  O .
S= I(5') (6')
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Tenendo ora conto del valore dei coefficienti a, dati dalle (20), (21) 
di [1], le condizioni sufficienti per la stab ilità  asin totica si ottengono come 
segue:

per n — 1, si ricava dalla prim a delle (2) e dalla (5'):

(9) a, >  o ; bt <  O ;

Per n =  2, si ricava dalle (2) e dalle (5'), (6'):

(10) ^ > 0  ; a2>  o ; bz <  o ; bz — b2a2>  o

e quindi anche:
b* <  o ;

per n  =  3, si ricava dalle (2) e dalle (5'), (6') e (7):

1 >  o ; «3 >  o ; a2 a3 — aL >  O ; a2 >  o

(11) £  < 0  ; b2 —  b3 a3 > o -

[ 2 bz {b3 ci3 ' ^2) ■ b& cc2 -j— bL (X3 -j— b3 &z o

da cui anche:
K  <  O ; b3 <  o ;

per « =  4 occorre, o ltre alle precedenti, considerare anche l ’equa
zione (8). Si ricava:

| 4̂ > 0 i «3 > °  ; «2> o  ; a4a3 —  a2 >  o
(12) ' 4̂ (^3 ct4 az) &2 7> O ; o

f b3~ b 4aA^>o  ; bz <  O

ed inoltre:
b2 a4 -f- b4 a2 — b3 a3 — bz >  o 

bz 0/3 —h b3 (Zz — b2 d2 ]7> o .

Se dna delle due ultim e condizioni, od entram be, non sono verificate, 
la s tab ilità  può ancora essere assicurata  se è soddisfatta la relazione:

con:

M3 +  N3- - M ! N’ - i M N  +  V L > o
4  2 1 4

M = b<2 â  —j— b̂  a2 — b% a% — bi 
3
y(b3 —  b4a4f { — b1 a1)

_ _  b\ a-$ - j -  b$ a-i —  b<2 a<2

|/(^3 b̂ aP) {px a-Pp

Q uando \\ valore di n  aum enta, le condizioni di stab ilità  divengono 
sem pre più com plicate.

E  però possibile, anche per n com unque grande, verificare la s tab ilità  
del servomeccanism o, usufruendo di un m etodo generale.
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Si può facilm ente osservare che le equazioni nelle incognite Zi sono rid u 
cibili, m ediante semplici operazioni di sostituzione, ad equazioni in una sola 
delle Zi, quando n è non superiore a sei.

Q uando n è superiore a sei, per arrivare al medesimo risu lta to  si può 
sem pre applicare il m etodo del risu ltan te  algebrico.

U na volta o tten u te  le equazioni in una sola incognita, per accertarsi 
che questa sia reale si può ricorrere al m etodo di S turm , opportunam ente 
a d a tta to  al nostro  caso.

Se F0 =  o è l’equazione (sempre di grado pari), o tten u ta  nell’incognita Zi, 
ed Fx è la deriva ta  di F0 rispetto  a Zi, la successione di S tu rm  corrispondente 
è d a ta  da:

Fo =  ?I F x F 2 ; =  q2 F2 — F3 ; F ^ _ 2 =  F ^ _ x — F^

eccetera; qk—i è il quoziente della divisione di F ^ _ 2 per F ^ _ I? e — F^ è il 
resto.

L ’incognita zi ha alm eno due radici reali quando, se si considera, per 
ciascuna F^, il segno del coefficiente del solo term ine di grado più elevato, 
le variazioni di segno della successione sono m inori delle variazioni che si 
hanno quando si cam bia il segno a quei term ini il cui grado è dispari.

3. C o n f r o n t o  d e i  r is u l t a t i  c o n  a l c u n e  s o l u z io n i p a r t ic o l a r i n o t e . -  
Nei sistem i di regolazione che si sono considerati nel presente studio, i segnali 
di ingresso x  e di uscita f  (oc) dell’elem ento non lineare sono anche risp e tti
vam ente segnali di uscita e di ingresso per la p arte  lineare.

Si ha quindi:

w w = 7 § r
Tali sistem i di regolazione com prendono ovviam ente anche quelli com 

p letam ente  lineari.
Q uest’ultim o caso è considerato quando si pone f  (x) — kx, e quindi:

W  (p) = — (k costante positiva).

D alla (1) si o ttiene allora:

/ j  n [ / *  +  (a n - ~ k b n) P H~ Z +  ( a n - i — ^ n  — i ) p n ~ 2 H-------- b («i “  kb*) ]  ^

^  '  [ f  +  *n i>n- ' + a H_ I p — ' + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +  « , ]  = ° '

In  analogia a quan to  fa tto  per i sistemi non lineari, si considera, una 
funzione di trasferta  W  (p) autonom am ente stabile.

Le condizioni necessarie e sufficienti per la stab ilità  sono quindi fornite 
dal criterio di H urw itz applicato sia al num eratore che al denom inatore 
di (13); valgono allora le (2) ed inoltre:

(H )
CLfi ' ■ kbn — 2 f e u  n  — 2

an—1 kbn—x
eccetera.

&n kbn O
I

> 0 ;
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Queste condizioni sono n a tu ra lm en te  m eno restrittive  delle condizioni 
sufficienti che, nel paragrafo  precedente, sono s ta te  determ inate per il caso 
generale non lineare. In  particolare per il sistem a lineare si ricava:

per n — r , — , m entre  dalle (9) si aveva:

per n — 2, per il sistem a lineare si ha:

bx , 1 # b2 I
a\ k * a2 k

m entre dalle (io ) si aveva:

bj. ^ b2 - t r .<  o , <\  o , b2, et2 o.

Per i sistem i di ordine superiore i risu lta ti del confronto sono meno 
im m ediatam ente espressivi.

Consideriam o ora un sistem a di regolazione non lineare che resta  com
preso nella tra ttaz io n e  svolta, e che ha già costitu ito  l ’oggetto di num erosi 
studi; quello cioè il cui elem ento non lineare è un relè.

Per sistem i di tal genere sono conosciute le condizioni di stab ilità  della 
posizione di equilibrio (stab ilità  in piccolo), quando il relè sia supposto agire 
senza in tervallo  m orto  e senza rita rd o  (ved. [2], [3], [4]).

Il segnale uscente dall’elem ento non lineare è in questo caso:

f  (x) =  k sign x

Le condizioni necessarie e sufficienti per la stab ilità  locale, ovviam ente 
m eno re s tr ittiv e  delle condizioni sufficienti per la s tab ilità  asin totica in 
grande, sone, le seguenti:

i° il num eratore della funzione di trasferta  (1) deve essere stabile; 
2P la differenza t ra  i gradi del denom inatore e del num eratore della 

funzione di trasferta  (1) non deve essere superiore a due;
30 se tale differenza è uguale ad uno, deve essere bn << o;
40 se tale differenza è uguale a due (bn — o), deve essere:

bn—1 <'C o ? bn— 2 bn— ! an o.

Ora, secondo i risu lta ti acquisiti nel presente lavoro, si ha certam ente 
stab ilità  asin to tica in grande quando, oltre ad essere soddisfatta la prim a 
condizione, lo sono anche le altre qui elencate:

se bn ~|= o, per n — 1 la condizione è bn == A  <C o , >> o come per la
stab ilità  in  piccolo; per n  >  1, oltre a questa, si hanno le condizioni supple
m entari, date  dalle (io), (11) e successive;

se bn — o  , bn—* o, per n — 2 si hanno le condizioni incom patibili 
bz >  o , bx << o; rincom patib ilità  delle condizioni si verifica pure per 2;
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se bn =  o , bn^ ! =  o, per n =  3 si ha bz << o, e bT a3 >> o; queste due 
espressioni, essendo a3 >  o, sono incom patibili; perciò le condizioni di s ta 
b ilità  in grande non sono soddisfatte (così come per la stab ilità  in piccolo). 
A m aggior ragione ciò si verifica per n >> 3.
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