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Calcolo delle probabilita. — L’ergodicita dei processi stocastict
a vincolt completi. Nota di GEoRGE Ciucu, presentata ©’ dal Socio
F. P. CanTELLIL.

1. GENERALITA. — Estendendo ’applicazione di metodi gid impiegati ®
per dimostrare alcuni teoremi ergodici particolari dimostro qui un teorema
valido per tutti i processi stocastici a vincoli completi, a meno di limitazioni
di carattere \generale. '

Definisco anzitutto il processo come un’applicazione di uno spazio gene-
rico Q in se stesso, tramite una famiglia Q (#) di spazi, # essendo l'elemento
generico di un semigruppo G.

Il processo sara allora rappresentato da una famiglia di funzioni misu-
rabili (fi);ec, ed il teorema ergodico rispettivo consiste nella convergenza di
J+, per £— oo, verso una costante, sotto le condizioni &), 4), ¢) del n. 3, gia
usate in parte nei lavori citati.

2. DEFINIZIONI. — Sia Q un insieme, & (Q) l'insieme delle sue parti,
BCF (Q) un corpo boreliano e P una probabilitd su &; indico con B (Q)

(*) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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lo spazio vettoriale delle funzioni f, definite su Q, a valori reali, limitate e
B-misurabili, munito della norma

|/ | =sup.eq|f (2 ].

Sia G un semigruppo, del quale indico con 5% la legge di composizione.
Inoltre suppongo che:
1° G sia un insieme diretto (dé77g¢), cio¢ tale che, quali si siano 7, s € G,
esista un # € G maggiorante (tale cio¢ che # >, ¢ > s);
2° qualunque sia 7 € N* = {1,2,-..}, e per ogni s,€G, esista un
t(n,s,) tale che ogni # > s, sia decomponibile in » fattori #; tutti superiori
at(n,s,), cioé
ti=t(n,s), J=1,2,---,n.

Ad ogni ¢ € G faccio corrispondere un insieme Q (#) e un corpo boreliano
B ()T (Q ().
Considero:
1°-un’applicazione #,, di Q in Q definita per ogni x €Q (¢) ed ogni
z €G, tale che per ogni A €% la totalitd delle coppie (¢, x) tali che ¢€Q,
%, (c) € A, appartenga allo spazio prodotto B X (#);
2° una funzione reale P;(c, A), definita su QX & (#), con i seguenti
caratteri:
@) qualunque sia ¢ €®B (¢), P, (c,A), considerato come funzione
dell’insieme A € & (#), sia una probabilita;
6) qualunque sia A €% (#), P (¢, A), considerato come funzione di
¢ €, appartenga a B (Q).

3. IL TEOREMA ERGODICO. — Considero adesso una funzione f € B (Q).
La funzione f (u:x(¢)) pud essere considerata definita anche su QxQ(z) e
come tale anche & X & (#)-misurabile. Dunque

() = [ F e () Pa (¢ , )

Q (2)

esiste 'led appartiene a B (Q). Si osservi anche che [¢g | < |f].
TEOREMA. — Sia (fe)sec una famiglia di funzioni appartenenti a B (Q).
Supposto che: ‘
a) esista un N> O, ¢ una famiglia (pi)icc di probabilita definite sui
rispettivi B (), per cui risulti

Pi(c,A) =np: (A)

quali si siano c € QA , A e€B(f) ¢ t€G;

b) esista una funsione reale positivace (¢)deit € G, tale che lim € (£) = o
=00
per cui st abbia

| (o (&) —fr (ta,0 (7)) | < (5)

quali si siano r,s €G,x €Q(s) e /', €Q;



GEORGE CIUCU, L'ergodicita dei processi stocastici a vincoli completi I21

©) valga la relazione
fer @) = [ 1 e @) Pi e )
Q@
quali si siand s, t€G e c €L
allora la famiglia f; converge uniformemente verso una costante quando

L—> 00,

4. DIMOSTRAZIONE. — Si ponga, per ogni f€G,
fe =sup,eq fr (2) fi=inf,cq f1(2),
si indichi (per ogni ¢ ,c" €Q,2e€G,A€B (@)
gi (¢, "5 A)=pi(c A — (" A)
e si consideri una partizione {U,, V,} di Q, costruita con insiemi di & (#),
tale che
gi(c', ¢ ;A) =0 se ACU, e ¢/(c',¢”;A) <o se ACV,.
Si ha
g (" U= g, " V)| <=1 —%7\

(evidentemente, & o0 <</ < 1).

Siano ¢, s, € G e soddisfacenti la relazione # = so7; allora &

Fi (&Y —fo (&) = / s (' &3 d) o (e (6)) +
Q)
+ /ps (¢”, dx) { fr (ts,2 (")) — fr (05,2 (")) },
QW
qualunque siano ¢, ¢’ €Q.

In tale espressione il secondo addendo ¢ maggiorato da ¢ (s) ed il primo
(come si pud dimostrare) da % (fr — /»); ne risulta che

a@)=fi—fr<h-(Fr—f) e <ah+e(s)
dove si & posto
@ = supsec a (¢).
Fissato ora ad arbitrio un € > 0, si scelgano un s, € G tale che ¢ (<=
se § >5,, ed un # € N* tale che 4" <e.
Allora, se ¢ >s,, si pu0 scrivere, in base allipotesi (2) del n. 2,

t=t0t,0--0f;, con t; >t (n,s),7j=1---n E si pud concludere che ¢,
per ¢ = s,

a@ty<ah' 4+ (1 + 4 +~--+//’—‘)eg<a+ 1i;1)€;

per l'arbitrarieta di &, il teorema risulta dimostrato.

5. OSSERVAZIONE. — Sia il semigruppo additivo che il semigruppo mol-
tiplicativo dei numeri reali positivi verificano le condizioni assegnate al semi-
gruppo G; basta prendere, nel primo caso, ¢ (%, ;) = s./#, € nel secondo

t(n,so)=[/.g.



