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N O T E  P R E S E N T A T E  DA SOCI

(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione).

Calcolo delle probabilità. — L'ergodicità dei processi stocastici 
a vincoli completi. Nota d i G e o rg e  C iucu, presentata n  d a l S o c io  
F. P. C a n te l l i .

1. G enera lità . -  Estendendo Vapplicazione di m etodi già im piegati 
per d im ostrare alcuni teorem i ergodici particolari dim ostro qui un  teorem a 
valido per tu t ti  i processi stocastici a vincoli completi, a meno di lim itazioni 
di cara tte re  (generale.

Definisco an z itu tto  il processo come u n ’applicazione di uno spazio gene
rico £1 In se stesso, tram ite  una fam iglia £1 (/) di spazi, t essendo l ’elem ento 
generico di pn  sem igruppo G.

Il processo sarà allora rapp resen ta to  da una famiglia di funzioni m isu
rabili ( //)/e  g, ed il teorem a ergodico rispettivo  consiste nella convergenza di 
f t , per /->  oo, verso una costante, so tto  le condizioni #)', b)y c) del n. 3, già 
usate in parte  nei lavori cita ti.

2. Definizioni. -  Sia Q un  insieme, $ (Qj l’insieme delle sue parti, 
gB C $ (£ì) un corpo boreliano e P una probabilità su cB; indico con B (£2)

(*) Nella seduta del 12 giugno 1962.
(1) G. Cibcu e R. T heodorescu , Processi con vincoli completi (in romeno). Ed. Acad. 

R. P. R., i960; O. O nicescu e G. MlHOC, Sur les chaines de variables statistiques, «Bull. Sci. 
Math.», 59, (1935). R. F o r te t , Sur Vitération des substitutions algébriques linéaires à une 
infinite de variables et ses applications à la théorie des probabilités en chaine, Thèse, Paris 1938.
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lo spazio vettoriale delle funzioni / ,  definite su Q., a valori reali, lim itate  e 
B -m isurabili, m unito  della norm a

| / |  — sup*en | / ( s )  | .

Sia G un  sem igruppo, del quale indico con s°t  la legge di composizione. 
Ino ltre  suppongo che:

i° G sia un insieme d ire tto  (dirige), cioè tale che, quali si siano r  , e G, 
esista un /  e G m aggiorante (tale cioè che t >  r , t  >  s);

2° qualunque sia n e N* =  {1 , 2 , •. •}, e per ogni sQ e G, esista un 
t (n , s0) tale che ogni t >  sQ sia decomponibile in n fa tto ri tj tu tti  superiori 
a t (n , sQ), cioè

tj > t ( n ,  s0) ,  j  =  1 , 2 , • • •, n.

Ad ogni t e  G faccio corrispondere un insieme Q (t) e un corpo boreliano 
C 8 (£l(t)).
Considero:

i° u n ’applicazione utìX di Q. in Cl definita per ogni x e £ l ( t )  ed ogni 
t eG,  tale che per ogni A  e eB la to ta lità  delle coppie (c , x) tali che c e Cl, 
u^x (c ) e A ,  appartenga allo spazio prodo tto  cBx^B (t)\

2° una funzione reale P/ (c , A), definita su £2 xcB(*), con i seguenti 
caratteri:

a) qualunque sia c e  cB (t) , P t (c , A), considerato come funzione 
dell’insieme A  G gB (t), sia una probabilità;

b) qualunque sia A  e gB (t) , P  ̂(c , A), considerato come funzione di 
c e Q; appartenga a B (tì).

3. I l  TEOREMA erCxODICO. -  Considero adesso una funzione f e  B (Q). 
L a funzione f ( u tiX(c)) può essere considerata definita anche su O x  0 ( 0  e 
come tale anche gB x  gB (^-m isurab ile . D unque

gl (0  =  j f  (ut,x (0 ) p / (c , dx)
£2 W

esiste «ed appartiene a B (O). Si osservi anche che \ g \ <  | | /  j.
TEOREMA. — Sia (ft)te g  una fam iglia di funzion i appartenenti a B (O). 

Supposto che\
a) esista un X >  o, e una fam iglia (pt)te g di probabilità definite sui 

rispettivi gB (t), per cui risulti

P/ (c , A) pt (A)

quali si siano c e D , A  € cB (t) e t e  G;
b) esista una funzione reale positiva z (t) dei t e G, tale che lim z(t ) — o

t—>00
per cui si abbia

| f r  (U s,x (O) -- f r I ^  2 (J)
quali si siano r , s e G , x  e Q (s) e d  , c" e D;
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c) /„  r e g io n e

fsot (f) — / fs  (Ut,xfdf) P/ (p , dx )
Q (/)

quali si sianò s , t  e G £ c e Q;
allora la fam iglia f t  converge uniformemente verso una costante quando

> oc.

4. Dimostrazione. -  Si ponga, per ogni t e  G,
Jt =  su p ,€ 0 / / ( * )  , f t =  inf, eQ / , ( * ) ,

si indichi (per ogni ri , r i ' 6 D , t  e G , A  6 cB (/))
(ri , c" ; A) =  pt (ri , A) —  p t (ri' , A)

e si consideri una partizione {U* , V/} di costru ita con insiemi di oB {f)y 
tale che

qt (ri , r i ' ; A) > 0  se A C U t e qt (d  , ri' ; A) < 0  se A C  V / .
Si ha

qt (S , c" ; U,) =  I qt (c't c" ; V,) | <£ h =  I — A

(evidentem ente, è o << ^ << 1).
Siano £ , .9 , r  € G e soddisfacenti la relazione t =  s°r; allora è

/*

f i  f )  — f ‘ 0 " )  =  19>ic' > ; dx) f  ius,x (O ) +
0 »

+  I p t  (c" ,dx)  { fr  (us,x ( / ) )  ---fr  (uStX (/")) } ,
fi (/)

qualunque siano ri, r i 'e  £2.
In tale espressione il secondo addendo è m aggiorato da s (s) ed il prim o 

(come si può dim ostrare) da h ( f r — fr); ne risu lta  che

a(t)  = f t  — f t  <  h f f r  — f r) +  e (s) <  a-k +  s (s)

dove si è posto
a =  sup/eG a (t) .

F issato ora ad arb itrio  un e >  o, si scelgano un € G tale che s (s) <  z 
se >  s0 , ed un n e  N* tale che li <C e.

Allora, se t > s Q̂  si può scrivere, in base all’ipotesi (2) del n. 2, 
/  — ri °t2° • • • °tk , con tj  >  t  (n , s0) , j  =  1 • • • n. E si può concludere che è, 
per t >  sQ

a (t) fd ah -|- ( 1 -f- h -{-••• -j- h ) s |a -j—-— s j

per l’a rb itra rie tà  di s, il teorem a risu lta  d im ostrato.

5. Osservazione. -  Sia il sem igruppo additivo che il sem igruppo m ol
tip licativo dei num eri reali positivi verificano le condizioni assegnate al semi
gruppo G; b asta  prendere, nel prim o caso, t  (n , sQ) =  sQ\n , e nel secondo

t ( n  , s0) =  l^o .


