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Fisica. — Scattering di radiazione elettromagnetica prodotto
da elettroni di elevata energia. Parte 1. Nota® di Grurio CALAMAL,
presentata dal Corrisp. G. RiGHINI

1. Lo scattering dovuto agli elettroni ha una importanza notevole in vari
fondamentali fenomeni di Astrofisica [1]. Esso contribuisce ad esempio in
maniera essenziale alla formazione dello spettro continuo nelle stelle dei tipi O,
B e Wolf-Rayet e in generale in tutte le stelle con atmosfere ad una tempera-
tura superiore ai 15.000° K. Nello studio della costituzione interna delle stelle
si devono ammettere come cause determinanti della opacitd del materiale
stellare i fenomeni di foto—ionizzazione dei metalli e lo scattering degli elet-
troni; ma alle temperature superiori ai 10® K I’assorbimento ¢ interamente do-
vuto a questa ultima causa. E infine gli elettroni si trovano diffusi in tutto lo
spazio per dare un contributo all’assorbimento interstellare, anche se da soli
non sarebbero in grado di fornire una spiegazione di questo fenomeno.

In tutte queste teorie si fa uso di una sezione totale di scattering data

dalla formula di Thomson:

8 et

(1,1) Se =735

c4

e quindi costante ed isotropa. La deduzione della (1,1) viene fatta supponendo
Ielettrone in quiete.

Ma in taluni casi la ipotesi dell’elettrone fermo non ¢ senz’altro accet-
tabile. Per riferirsi come esempio ad un fenomeno molto attuale, ci si puod
domandare -quale influenza possa avere sullo scattering il moto dei centri di
diffusione nelle fasce di van Allen [2], dove elettroni di elevate energie sono
spiralizzati attorno alle linee del campo magnetico terrestre.

In vista di alcune applicazioni vogliamo analizzare la questione generale
nel presente lavoro.

2. SISTEMA DI RIFERIMENTO. — Punto di partenza per la nostra ricerca
saranno le formole di Klein—Nishina [3] e di Compton [4], applicabili in un
sistema di riferimento X’ in cui lelettrone ¢ in quiete. Se la velocitd dell’elet-
trone rispetto all’osservatore ¢ v, considereremo poi un sistema X mobile
rispetto a X’ con velocita —wv. In X & in quiete I'osservatore, mentre la velocita
dell’elettrone ¢ appunto ». Il nostro procedimento consistera nel passare,
mediante una trasformazione di Lorentz, dal sistema X al sistema X' nel quale
I’elettrone diffonde in maniera nota. La trasformazione di Lorentz inversa
della precedente ci permetterd poi di esprimere la legge dello scattering in X.
Le formule che cosi troveremo sono valide per il caso di un elettrone mobile

(*) Pervenuta all’Accademia il 16 luglio 1962.
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di moto rettilineo ed uniforme, poiché la trasformazione di Lorentz si applica
correttamente per tale moto. Ma i risultati saranno applicabili, almeno appros-
simativamente, ad altri tipi di moto, come per esempio quello dell’elettrone
in un campo magnetico.

Supponiamo dunque che nel sistema X di assi coordinati x , ¥, 2, con ver-
sori ¢, j, k, in cui 'osservatore & in quiete, vi sia un elettrone con velociti

(2,1) v =iy

ed un’onda elettromagnetica, piana e monocromatica, avente una lunghezza
d’onda A, ed una frequenza v, e propagantesi in una direzione individuata dai
coseni di direzione a,, &, ¢,. Le componenti del campo elettromagnetico
avranno le espressioni:

“ E,. = 8, cos 27"'<Vol‘— Q¥ + 503/ + coz

b,
(2,2) { Eoy = &, cos 271:(\10 tm 2L T 0V T o7 + Oy +loz
E,,=8,,cos2m(v,z—

@oX¥ + boy + coz
2o

(2,3) © Hyy=H,, cos 27 vyt — 2T T o) T Co? a0x+5o,}’+£oz

S
DR
ax + boy + L‘oZ)
)
T )

H,.,=3,,cos2m (vo t—

H,, = X_, cos 27;(\,0;__M>

2o

1

Abbiamo detto che il sistema X’ avente assi coordinati #/, s, &/, paral-
leliad x, ¥, 2, si muove rispetto a X con velocitd v. Supponiamo in pit che la
posizione relativa dei due sistemi sia tale che al tempo # = o (in X) gli assi
%,y ,2, coincidano cogli assi «’, ¥/, 2.

Per indicare i valori di una qualsiasi grandezza misurata in X', useremo
gli stessi simboli con i quali quella grandezza ¢& stata indicata in X, affetti
perd da un apice. In X’ sard cosi:

(2,4) v =0
' ' Eoy— BHoz ’ Eoz + BHoy
on = on N Eo = ’y———-—— ’ Eoz e Y- — ———ua
(2,5) : y e i—pe
’ ' Ho +on ' Hoz—"Eoy
2,6 Hox = Hox s Ho = ———J"—.—.—'—— N Hoz e
( ) ¥ VI — B, VI — B2

B= % (¢ = velocita della luce).

Ponendo:

AV, =N 27V, = o, = £,

7

Av' =TL27'CV’ =h0)’ = £
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si ha anzitutto la formula di Compton [4] per la frequenza v’ = £'[/ della radia-
zione diffusa in una direzione formante (in X') un angolo 9 con quella della
radiazione -originaria:

(2’8> 'é, = 2 'éomc
mc + ko (I —cos §')

(m = massa dell’elettrone in quiete).
I1 vettore di Poynting I’ per questa direzione di scattering si pud calco-
lare mediante la formula di Klein—Nishina [3]:

Io 23 1 & [k 7 ,
2 I's 2 — — —— |5+ 5 —2 cos® O
< ’9) rlg ,éos 4 m2 (,‘4 é + ko + 4 3

nella quale é:

I, = modulo del vettore di Poynting per la radiazione originaria;
7" = distanza fra elettrone ed osservatore;
® = angolo fra la direzione di polarizzazione dell’onda originaria e

quella dell’onda diffusa.

Le formule (2,8) e (2,9) sono valide nel sistema 2'. Per ottenere le formule
che descrivono lo scattering di un elettrone in moto rispetto all’osservatore,
bisogna, secondo quello che abbiamo detto sopra, applicare una trasforma-
zione di Lorentz.

3. PASSAGGIO AL SISTEMA DELL’OSSERVATORE. — Applichiamo adesso la
trasformazione di Lorentz da X a X:

Bx
t__*
, x —ut . ’ . ; . s, ¢
(3,1) x—T/IT——T: Y=Y o5 E=E l‘———’VI—:—Bz
z=7
Jorjen[& /ulmnold B
Osservalore

/z:o/‘

eletrone

n
8

Y
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Per #' si ottiene:

re 12 "o 1o . (x—vt)+ (2 + 2% (1—B2
rr=x*4+ 924 %= p—s .

Se a, &, ¢, sono i coseni della direzione di » (e quindi i coseni della direzione
di scattering in X), si ha

e quindi:

2 avt s .
(1 — — — B*sin®a
2 7 7

(1—p?

(3,2 &2s) rr=r

essendo a = arc cos a I’angolo che la direzione di scattering forma colla velo-
citd. Essendo arbitraria la scelta dell’origine del sistema di coordinate, pos-
siamo supporre, senza alterare le generalitd, che nell’istante, in cui si osserva,
Ielettrone si trovi nell’origine di X' e che le coordinate dell’osservatore sieno
x',y', 7. La formula trovata, se l’istante considerato & #— 0(&":—1/;—_%:)
I— .
diviene:
, (1—B?sin?a)

:2) N T

Per trasformare #" e £, o, cid che & lo stesso, V' e v,, basta applicare le for-
mule di Einstein [5] per 'effetto Doppler:

(I—Ra) (I_B%)
(3:3) 'é é VI__B, ‘ 'é _‘k VI—-Be

Per la trasformazione di cos & (& = angolo fra la direzione originaria e quella

di scattering) occorre usare le formule di Einstein [5] per la aberrazione della
luce:

L a—p Vi—e: ., Vi—p
(3:4) a = I—Ba ’ b =b—0> I—ﬁa y € =¢ I—Ba

' ao—f3 . o VI-—-B2 . r_ VI—B"'
(3,5) N e LTlerpa 3 =4

e si ottiene:

r__ r g r o (a—B)(a0—B) + (bbo + cco) (1 —B?)
cosdY =a qo—l—b by + ¢ ¢, = (—82) (1 —ba)
e cioe:,
(cos & —1) (1 —PB?) + (1 — Ba) (1 — Bao)
(1—PBa) (1— Pao)

cos ¥ =

da cui si ricava facilmente:

(3,6) I —cos ¥ = (1 — cos ) a ——g&xﬁlg@

Per giungere nella maniera pili semplice ai trasformati del modulo del
vettore di Poynting e del cos ®’, & opportuno ricavare le formule con cui si
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trasformano le ampiezze delle componenti E ed H del campo elettromagne-
tico. Facendo uso delle formule (2,5) e (2,6) si ricava:

’ ' , , E)+ E;—2B(E,H,—E H,)+ p° (H; + H])
E2=Ex2+Ey2+E32=E;+ k4 Y I__Bz ¥ k4 LA
Se adesso si tiene conto che nel vuoto campo elettrico e campo magne-
tico hanno la stessa intensita, e che, insieme colla direzione di propagazione
della radiazione, formano una terna ortogonale, (proprietd questa che &
relativisticamente invariante), la formula trovata pud scriversi semplice-
mente:

’ (1—Ba)
, E'=E-_+1—%
(3:7) ey

ed analogamente:

(1 —Bao) (1 — o) : (1 — Bao)
E, =E, ; 3 /R S (R & F Ll <O
== o H=H,_—2 = Ho—Ho—

Segue subito la espressione per il trasformato del modulo del vettore di
Poynting:

‘ ' e 2 (1—Ba? _ 1 (1—Ba)’
3:8) R = e

ed analogamente:

Per ottenere infine la maniera con cui varia cos ®’, ci baseremo sulla inva-
rianza relativistica del prodotto scalare (e quindi della ortogonality). Facendo
il prodotto scalare dei due tensori emisimmetrici in X' (o se si preferisce dei
due esavettori)

O H. —H, E., O H —H E
—H., O H,. E, —H O H, B
(3,9) H, —H, O BE, H, —H. O E
—E,. —E, —E. O _E, —E, —E O

e quello dei corrispondenti tensori in X', per la citata invarianza si ottiene:

(3,10) (HH,—EE,)cos® = (HH,—EE,) cos @

Trasformando ora le componenti del campo elettromagnetico mediante
le (3,7), si arriva alla formula cercata:

) ’_ (1—p9) .
(3,11) cos O = cos ® T—Ba (i —Fa)
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4. FORMULE PER LO SCATTERING. — Facendo uso dei resultati (3,3) e
(3,8), la frequenza ed il modulo del vettore di Poynting, per la radiazione di
scattering osservata in X, si possono ricavare dalle seguenti relazioni:

VTR
) b=
- (1—B%
42) T e

nelle quali I" e £ hanno le espressioni (2,9) e (2,8). Le formule cosi ottenute
contengono perd molte grandezze con apice che non sono accessibili alla di-
retta esperienza dell’osservatore. Conviene eliminarle ed esprimerle mediante
elementi senza apice, cid che pud farsi facilmente usando gli altri resultati
(3,2), (3,3), (3,6) e (3,11). Si ottengono cosi le formule cercate:

B (1 — P ao) mc®
(4;3) k= ko (1—Ba) e+ ko (1 —cos ) V1 —p?
(1—Ba)
e L (kp_ (=B  (1—Ba)\|k(—Ba
W T=mm (7) <r—s°sin2a)<r—6ao> F—pa T

k(1 —Ba) 4cos® @ (1—p?)?
T aG—pa) 2T T _Bar —Bay 2

Nella seconda parte di questo lavoro ricaveremo per la intensita e per la
frequenza della radiazione di scattering alcune formule approssimate utili in
vista di future applicazioni.
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