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Meccanica. — Sulla stabilità asintotica in grande di una classe di 
sistemi non lineari di regolazione automatica. N ota °  d i A r io  R o m it i , 
presen ta ta  d a l  Corrisp. C. F e r r a r i .

i . I n t r o d u z io n e . — Il presente studio  si riferisce ai sistem i di regolazione 
aventi un  term ine non lineare, in cui la grandezza di uscita ha sem pre lo 
stesso segno della grandezza di en tra ta .

U n ’am pia classe di non linearità  rien tra  in questa categoria; ne fanno 
parte  ad esempio quelle dovute a relè, a giochi, a saturazione, a cu rv a tu ra  
della ca ra tteris tica  di risposta.

Il problem a esam inato  è quello della ricerca delle condizioni che devono 
essere soddisfatte perché il sistem a di regolazione considerato sia stabile 
asintoticam ente, per deviazioni com unque grandi dalle sue condizioni di 
equilibrio.

Il problem a è s ta to  affron tato  organicam ente per la prim a volta da 
A. I. L u r’e [i], che stabilì delle condizioni sufficienti per la s tab ilità  asin to
tica in grande del sistem a di regolazione, collegate all’esistenza di soluzioni 
reali di un  certo sistem a di equazioni algebriche di secondo grado. Il num ero 
di queste equazioni è uguale a quello delle equazioni differenziali del prim o 
ordine che descrivono la p arte  lineare del sistem a di regolazione.

La complicazione della ricerca cresce rapidam ente con questo numero, 
sia per le difficoltà insite nella discussione delle equazioni algebriche, sia 
per l ’onere della ricerca dei valori dei coefficienti di tali equazioni.

L u r’e diede una soluzione del problem a per sistem i di regolazione descritti 
da un m assim o di q u a ttro  equazioni del prim o ordine. In  seguito Rozen- 
vasser [2] trovò una soluzione anche quando tali equazioni sono cinque od, 
in un  caso m olto particolare, sei.

Il presente lavoro ha lo scopo di semplificare radicalm ente la ricerca 
dei coefficienti delle equazioni algebriche che risolvono il problem a della 
stabilità . Per o ttenere questo risu ltato , ho ripreso in esame il sistem a fisico 
della cui s tab ilità  si tra tta .

U n sistem a di regolazione au tom atica è sem pre a circuito chiuso. È 
chiaro ch$ si può calcolare in m odo elem entare la funzione di trasferta  glo
bale dei blocchi lineari, che costituiscono la parte  di circuito com presa tra  i 
term inali dell’elem ento non lineare, conoscendo le funzioni di trasferta  p a r
ziali dei vari blocchi, com unque essi siano disposti.

L a posizione, in tale circuito, dei pun ti di introduzione e di estrazione 
dei segnali scam biati con l ’esterno, non ha alcuna im p o rtan za ,, perché il (*)

(*) Pervenuta all’Accademia il i° agosto 1962.
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sistem a deve, per lo studio  della stab ilità , essere considerato isolato rispetto  
ai segnali scam biati con l’esterno.

Poiché il term ine non lineare è uno solo, il sistem a è rappresentabile 
da uno schema a blocchi com prendente, in serie, la p arte  lineare e quella non 
lineare.

Si possono ora considerare come da ti del problem a la funzione di tra 
sferta della p a rte  lineare e la curva di risposta della p a rte  non lineare.

Le equazioni differenziali che descrivono un tal sistem a di regolazione 
nella form a più semplice hanno coefficienti uguali in valore a quelli che com
paiono nella funzione di trasferta . Q ueste equazioni, pur apparendo form al
m ente un  caso partico lare estrem am ente semplice di quelle di L u r’e, ne 
hanno lo stesso grado di generalità , come è qui d im ostrato .

H o poi p o tu to  ricavare anche i coefficienti delle equazioni algebriche 
risolutive d ire ttam en te  per mezzo dei coefficienti della funzione di trasferta  
globale della p a rte  lineare del sistem a di regolazione, Inoltre, ho po tu to  
esprim ere tali coefficienti in form a ricorrente, in modo da renderli ricavabili 
qualunque sia il num ero delle equazioni che descrivono il sistem a; infine, 
ho fa tto  scom parire dai « te rm in i n o ti»  delle equazioni risolutive i valori 
delle radici del determ inan te  ca ratteristico  del sistem a di equazioni diffe
renziali di partenza, valori difficilmente calcolabili appena tali equazioni sono 
più di due.

2. L e  e q u a zio n i r iso l u t iv e  d e l  problem a  secondo  il  m etodo  d i 
L u r ’e . -  Si consideri un  sistem a di regolazione descritto  dalle seguenti equa
zioni:

n

(1) \  +  h . f  O ) (i =  1 ,2  , • • •, ri)
j  =  l

n

(2) * =  2  bi \

jn cui è sempre:

(3) V  0 ) >  °  •

Sia D (X) il determ inan te ca ratteristico  della p arte  lineare del sistem a (1), 
ossia:

(4) D(X) =

— (—  X)* +  dx (—  X)* 1 +  • • • +  1 (—  X) -f- dn

L u r’e |ha d im ostrato  che, perché il sistem a (1), (2) sia stabile, è sufficiente che: 
i° le n  soluzioni Xr di D (X) =  0 abbiano tu tte  p a rte  reale negativa; 
2° un certo  sistem a di equazioni algebriche di secondo grado abbia 

un gruppo di soluzioni reali.
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Q ueste equazioni sono le seguenti:

(5) —2 E (— o*Ez. <y k—.r-f n - ■ % j *-}-«—j

(6)

• ( - O M E k + n -
. -v 2^+1-f- Tr^r

k— i n n

~ 2  (  ‘ l )  'jjììi % ì ®— 2 k - \ - s — i n —  i  ®— s — i  + n — j
s = o  i — i  j = i

n

®— k— i + n — i
i=*

+  Sr — i
T r

x2^ 1
— o

ove /è è un  num ero intero, e le incognite sono chiam ate z.
Dalle (5), (6) si debbono trarre , variando ogni volta k , un num ero di 

equazioni uguale al num ero n delle equazioni (1).
I coefficienti yr valgono:

(7)
H, (X,) 
D' (X,)

ove D ' (X) è la deriva ta  di D (X) rispetto  a X, e H f (Xr) è il determ inante 
o tten u to  sostituendo la essesima colonna della m atrice di D (Xr) con la 
colonna fo rm ata dagli n  elem enti hi.

I coefficienti valgono:

(8)
n

^  =  E
r  — 1

K
D '(kr) '

L u r’e ha calcolato esplicitam ente alcuni valori di Gt- , e precisam ente: 

(9) gì =  o per f =  o ,  1 > n  —  2

=  (— Ow ; <*!. =  (—  1)* dx

^  + I =  (—  l ) * «  —  Afa)

^«+2 == ( t ) M ~ ^ d\ d^ —}— <3̂3)

^«+3 “  ( «  3 d  x d 2 2 d 1d3 d  2 <2̂4)

( io ) f f - I dn C- 2

dn  — 2
<̂3

«

dn +  2 - *s 1

-1 dn - d i

d d i d ì
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3. Il  SISTEMA d i r e g o la zio n e  n e l  p iù  sem plic e  sch em a . -  Conside
riam o un sistem a di regolazione a circuito chiuso; lo studio della stab ilità  
viene effettuato  esam inando il com portam ento dei segnali circolanti in tale 
circuito.

Lo schema a blocchi del sistem a è sem pre riducibile a quello di fìg. 1:

f ( x ) parte X
lineare

1 /(* ) parte non X

lineare

Fi g. 1.

L a curva di risposta della p a rte  non lineare del sistem a di regolazione sia 
descritta  da una funzione no ta  f  (oc).

L a p arte  lineare sia desc ritta  da una funzione di trasfe rta  W  (j>) pure 
nota:

Cu)
 ̂ ; w  ${/(*)}

ove £ è il simbolo delle trasform ate di Laplace.
Il sistem a di regolazione rapp resen ta to  in fig. 1 può anche essere descritto  

dal seguente sistem a di n  equazioni differenziali del prim o ordine:

1 $ i = y i+I (k =  1 , 2 , • • • , »  —  1)
(u )  < -

Sn =  ~  2 , a . y . + f ( x )\ i= 1

(13) x  =  ' % bi y i -

Infatti dalle (12), (13) si ottiene subito, risolvendo in funzione di 2 {yT} , 
ed indicando con p  l ’operatore differenziale rispetto  al tempo:

(14) 2 { x }  =  (b„p»~'  +  b,t _ l p « - * + - . - + b I) 2 { y 1}

(is) =  +  +
D ividendo m em bro a m em bro le (14) e (15) si o ttiene la seguente espres- 

sione di W  (p):

(16) W  __ {̂xì __ bnpn 1-\-bn — ipn 2 -f- . . . - f  bi
p" + amp - * + . . . +  at

Il sistem a (12), (13) è ovviam ente un caso partico larm ente semplice del 
sistem a (1), (2). E  però possibile dim ostrare che, con un opportuno cam bia
m ento di variabili, q u est’ultim o sistem a può sempre essere trasform ato  nel 
prim o.
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Si ponga:

E %rh = y1
ove i coefficienti 0,* sono per ora incogniti. Si ha, dalla (1):

 ̂= E  ̂= E 9;
1 =  1 1 = 1

+  h . f { x )  ■
J = i

Si ponga ora:
n

2  0.- ^  =  o
i = 1

da cui:

^1 E  e.-2 cij =  y .

y* E E c0
z = i  j = 1 E ^ ’fc + A /./O )  'k=l

Procedendo nello stesso modo, si annullano sem pre i coefficienti di f ( x ) ,  
e si pongono le y k — y k+1, salvo che nell’u ltim a equazione, in cui il coeffi
ciente di /  (x) è posto uguale ad uno. Si ottengono così n equazioni lineari 
non omogenee da cui è possibile ricavare le 0/:

n !

E ••
It =  1

c
m —

per m < ^ n  

per m  — n  .

Le equazioni differenziali (1) si trasform ano nelle:

Vi = y , m + i
per m  < ^ n

V i  = E
nAr i —

e. c .  . c . ■ c. i  , f ì i  , + / ( * )«+i n 4-i

com pletam ente equivalenti alle (12), in quanto  le variabili 7). sono combi
nazioni lineari delle y  :

Per lo stesso m otivo, la (2) è equivalente alla (13).
Per descrivere i sistem i di regolazione saranno quindi ad o tta te  in seguito, 

in luogo delle equazioni (1), (2), le a ltre ttan to  generali (12), (13), perché 
i concreti sistem i di regolazione si presentano norm alm ente so tto  la form a 
di fìg. 1 (la funzione di trasfe rta  globale è facilm ente calcolabile m ediante 
p rodo tti delle funzioni di trasfe rta  degli elem enti in serie e somme di quelle 
degli elem enti in parallelo, ed è anche rilevabile sperim entalm ente). Per
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schem atizzare i sistem i secondo le (1), (2) occorrono * invece calcoli compli
cati per determ inare i coefficienti, da ti gli elem enti fisici del circuito di 
regolazione.

4. E sp r e s s io n e  d e l l e  e q u a z io n i r iso l u t iv e  m e d ia n t e  i  c o e f f ic ie n t i

DELLA FUNZIONE DI TRASFERTA DELLA PARTE LINEARE DEL SISTEMA DI REGO
LAZIONE. -  Consideriam o il determ inan te caratteristico  D (X) del sistem a (12):

— X 1 o • • • 0 0 0

0 — X 1 • • • 0 0 0

0 0 0 • . • o —  X 1

CL<2 ' 3̂ * * * ’ &n — 2 CLyi — 1 G'n ' X

~  (- 1) [X -f- an X dk+x X +  • • • +  a2 X aT] .

C onfrontando la (17) con la (4) risu lta  subito:

(18) d „ _ k = ( — i y ~ k a i + I .

Tenendo conto della (8), e chiam ando:

(19) (— 1)” ^ = ^

le espressioni dei coefficienti possono essere scritte  in form a ricorrente 
come segue:

(20) Gì = 0  per i  == o , 1, • • •, n  —  2

On- 1 =  1

Gn =  (dn Gn —

Gn+1 =  Gn "T &n—x Gn — x)

Gn + z  == (&n &n+ x “f" — i Gn ~ f" &n — 2 — 1) eCC.

(17) D (X) =

(21) 1
CLt.

<t_ 3  =  —  ( a a g _ 2 +  a 3 g _ z)

G ~ 4  =    ~  (̂ 2 G— 3 +  <̂ 3̂ —2 +  &4 1) ecc.

Si può notare nelle (5), (6), che i coefficienti g { compaiono solo sotto  
forma di quadrati e doppi prodotti; se ne deduce, per l’uguaglianza 
Gi aj —  a i Gj ì  che in tali equazioni è possibile sostituire le g { alle g { .
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Per elim inare poi dalle (5), (6) i valori delle radici X,, ed esprim erli in 
funzione dei coefficienti di W  (fi), si può procedere nel modo seguente.

Si ricava an z itu tto  l ’espressione del determ inan te PL (Xr) nel caso p re 
sente. Per far ciò si sostituisce all’essesima colonna della m atrice di for
m ula (17) la colonna avente tu t t i  gli elem enti hi nulli, salvo l’ultim o uguale 
ad uno. R isulta:

(22) Hs (Xr) = ( — !)— ‘ X T 1.

L a (7) diviene quindi ora:

(23)
Hj (Arj
D' (X,) =  ( - 0 " 5 >

x r 1
D' (X,)

e perciò i « term ini noti » delle equazioni (5), (6) valgono rispettivam ente:

(24) XT' -s 2 k 4- YyXr ( - 0 ” Ì > 2s— i r— 1

-S 2 k +  SKr
D' (X,)

(2 5) o - 2 fr 2 D '(V )

Tenendo conto delle (8) e (19), queste espressioni divengono:

(26) 2  y , ^ +i =  (— o -  2  ^ . * + , .  =  2 ^ * + ,r=i s=i *= 1

 ̂ n n

(27) 2 Y r V (a*+ I,=  (—r=i j= i j=i

Le equazioni (s) e (6) nelle ^  incognite possono ora com pletam ente 
esprim ersi m ediante i coefficienti della W  (fi), che sono quan tità  note, ca ra t
teristiche degli elementi fisici del sistema.

Lo studio  delle condizioni sufficienti di stab ilità  in form a esplicita per 
diversi sistem i di regolazione sarà affrontato  in un successivo lavoro.
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