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Meccanica. — Sulla stabilità delVequilibrio di un arco in profi­
lato sottile: casi particolari. Nota II di G io rg io  F e r r a r e s e , p resen­
ta ta  (*} dal Socio G. K r a l l .

Riprendo le equazioni deH’equilibrio di un arco circolare in profilato sottile, 
stab ilite  nella precedente N ota I, per procedere a qualche esemplificazione e 
controllo. Precisam ente, sc ritta  l’equazione del \ Cr nel caso generale, passo 
a considerare i due casi rispettivam en te  dello sforzo assiale e del m om ento 
flettente; e per finire quello dello sforzo assiale eccentrico.

N atu ralm en te  si ritrovano  al limite, e cioè nel caso ordinario, le equazioni 
ben note del T im oshenko e, per R  —> 00, cioè nel caso rettilineo, le formole 
dei profili sottili.

I paragrafi e le formole che seguono sono num erati in continuazione 
di quelli della N ota  I.

4. L ’EQUAZIONE p e r  IL \ Cr. -  L im itandom i per sem plicità a considerare 
il caso non estenzionale, =  o, con che [cfr. (7)2] <7o R  =  N, il sistem a (7), 
ponendo per b rev ità  
( io ) // , WZ = w ” + R2 ,

assum e la form a [cfr. l’Osservazione del n. 3]

XN x 0 )[<p”+  ^ s ) =  0

XM- B> +  C — S0 L  +  L  9 " +  B, (utv +  I0 9 IV) +R

( ” )

_C_
R2 -X —  —  X N W "= o

b l
R2

. M XN Xo , *
-A _  + — ^ — ( X 0 ~  -R ^

+  Q  91'

p>2 v~o -*oy j 1

Bz +  C

C + i 0L + L + x( [ 3M- pN) ? " +

R X M (i— g-J— X N ^ o — 50)
tr 1U -j-

-XN (*0 —  *0)C =  o .

Si noti che le equazioni (11) costituiscono un sistem a effettivo, sì che 
u , w  e 9 sono in tim am ente legati. T u ttav ia  è agevole la riduzione ad un 
sistem a in u  e 9, riduzione che d ire ttam en te  si presen ta nei due casi, in 
appresso considerati, N =  o , x 0 == xQ.

Con le posizioni soddisfacenti alle condizioni agli estremi, fissi m a a 
snodo, e quindi u  =  w  =  o ; u"=  w "=  o ; 9 =  0 ;  9 " =  o ; A x , A 2 , A 3 
essendo costanti a priori indeterm inate,

* • K>y a • KA a • Kj / y    7T \u =  A, s in - y -  , w =  A a s i n ^ -  , 9 = A 3sin ^ -  , [K  =  - ^ - j

(*) Nella seduta del io  febbraio 1962.
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si ha l’equazione di com patibilità in X che sostituisce la (i)

R2 (K 2~  i) — XN B2 Xo (I —  K2) +  XN *0

Bx K2 +  C 
R2 N n + 4 )

B x-fC  , .  BxK2 +  C
“ 2 oR R2

— XM —  X f c
( 12)

K 2 Bz + C
R ■ XM ( i —  — ) -f- XN(K2— i) (*0— ZBj  ^ ~ C X +  K 2[c +  S0L l + L  +

— XN ■(*„ —  50)| +  X (pM —  pN)J +  B ,— XRM

-f- XN xQ (xQ ■—■ xf)

L a più piccola delle tre radici della equazione ora scritta  dà natu ra lm en te  
il hcr cercato. Si noti anche qui, per Cr =  o , (3 =  0 , p =  o , ,xQ =  x Q =  o , 
z0 =  z0=  o, la perfe tta  coincidenza della (12) con la c ita ta  (1) della teoria dei 
profilati ordinari.

5. I l  CASO N =  o. — In  assenza di sforzo assiale l’equazione (12) si 
riduce a (risultando inessenziale il param etro  X di cui gli uffici passano ad M)

=  o .

1 —  K 2-----b  K 2ÌM 2-----i -R / R ( i - K 2)(B i +  C +  2 ^ K 2 Bi ) +

- K 2 Bl +  C■ (p, -  A - ) +  - g -  c j  M +  ~  K 2)2+  c ,  —  (B, K 2+  C) =  oR

ovvero anche

(13) % (M ) =  o

se si pone, per b rev ità  di scrittu ra ,

^ ( M )  =  (K 2- i) M 2 Bl +  C M +  % f  (i — K 2)R 1 R2

(14) [ (M) =  -  £  K 2M 2 2 A  K 2 Bj (1 -  K 2) -  (B, K 2 +  C) •

^ - i )  +  ^ C2] M +  C2- § - ^ K2 +  c >

Si noti che la (13), per (  ̂ =  o , Q. =  o , zQ — o si riduce a y x (M) =  0 
e fa quindi ritrovare  il valore critico della teoria ordinaria (7):

=  —  [B, +  C +  C B i +  C)2 +  4 B i C (K 2- i ) ]  =

=  - X  [Bz +  C +  |/(Br -  C)2 +  4 B, C K 2] .

N atu ralm en te  si è supposto 2 -\- 71, m a nel seguito questa lim ita­
zione si in tende precisata in 2 <C n, ovvero K 2 >  1.

(7) Cfr. S. T im oshenko, Theory of elastic stability, New-York, London 1961, p. 316.
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Prendo in speciale considerazione il caso in cui è SQ =  o o, più in gene­
rale, (S0IR)<^ 1. L a (14)2 si riduce allora alla forma

y 2 ( M ) =  +  — K2
R2

Bi K2 +  C 
R

A ssum endo come term ine di confronto YMcr della teoria ordinaria, nei 
casi in esame il valor critico, M ^, si abbassa o s’innalza a seconda dei valori

"R TC2 _l_ P
di p, e C : . Precisam ente, essendo(8) M „.------ *- R ~r  <  o risu lta  y 2 (M fi) > o

per p, >  o e invece, per px <  o , y 2 (M ^) ^  o a seconda che sia M„. +  
K2 C

+  - g r  5» o. Ciò vai quan to  dire che per i  suddetti profili il valore del

momento critico si innalza per p, >  o, qualunque sìa C, e, per pt <  o, solo
K2 Cse risulta M cr +  <  o.R pi

6. Il  CASO M =  o, =  xQ. -  Si ha allora dalla (12) N R 2 =  B2 (K 2— 1) 
e insieme [cfr. (9)2 e (4)]

K 2 N2 -  [b, +  K 2 C +  - g -  C, +  il  - g -  (Bj K 2 + C )  +  si g  (B, K 2 +  C) +

- 2 ^ ^ ( B i +  C ) ] n  +  ^ L ( i  - K 2)2 +  ^ C i (Bi K 2 +  C) =  o 

ovvero

(16) y 9 (N) — ^ ( N )  =  o

se si pone, in analogia col caso precedente,

[ Jx (N) =  (Bt -f- K 2 C) N —  ( 1 —  K 2)2

(*7) |  y 2 (N) =  il  K 2 ■ Cx K2 
v2 R2

Bi K2 4- C) ( N - — ^ |  +

+  k 24 R (B, K 2 +  C) —  2 (B; +  C)

Per tp =  o , Cj =  o , z c =  o, si ritrova  natu ra lm en te  il valore critico 
della teoria ordinaria &) ' '

(18) N BiC ( 1 K2 ) 2

^ R3 Bi +  K3C ’

(8) Infatti dalla (15) segue

2 RM„. 2 (Bi K2+  C) =  Bi — C — 2 Bi K3 +  f ( B i - C ) ! +  4 Bi CK3 =  — x  +  Vi3̂ i <  o 

essendo

* = C  — Bi +  2 Bi K3 = C  +  B, +  2 Bi (K2— I) >  o , E =  4 B2 K3 (K2— 1) >  o.

(9) Cfr- S. TIMOSHENKO, Zeitschrift fu r  Angewandte M athematik und M echanik, 1923, 
p. 360.
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e si vede bene anche qui che risu lta  (io)

N* Bx K2 +  C 
R2

<  O.

C orrispondentem ente si ha dalla ( i7 )2, almeno per —  i , y2 (Nxr) <  o 
ovvero ;E2 (N„.) >  o a seconda che risulta:

Cxo —
i\-  ^  K2 1N‘

R2

K2—  >  t77T N cr •

*P '*P

A ssum endo p ertan to  come elem ento di confronto l’N*r della teoria ordi­
naria, per i profili suddetti si ha un innalzamento del valore critico di N solo se
risulta —  >  ~  N«-.

7. Il caso dello  sforzo assiale  eccentrico . -  Il m om ento M agli 
estrem i dia luogo ad eccentricità ez =  e dello sforzo assiale costante N conse­
guente a qQ) sicché debba intendersi

M =  — Ne.

L a (12) si scrive allora, essendo anche qui inutile Yintroduzione del p a ra ­
m etro  X di cui gli uffici passano ad N,

- | H K * - i ) - N

Bx K2 +  C 
R2

• N ( r - _

—  ( i —  K 2) +  N*0 

Bx +  C , „ Bx K2 +  C
• +  Z o

K 2 Bx +  C +  N* ir  • _r

— N (s0 — S0)

+  N (K2 —  1) (^0 — xa)

R

—  N (* 0 —  e)

K*

R2

— -’ R2 C x + K ’ C +  l 0 ^ ± £  +

1 N (fie +  p) +  -)-

+  N Rtf -f- x Q (xa —  xa)

Q uesta equazione algebrica di 30 grado in N m ette  bene in evidenza che, 
anche nel caso dei profili sottili, esistono tre carichi di E u lero -P ran d tl 
per assegnata eccentricità. Per e =  o si ricade natu ra lm ente nel caso già 
t ra t ta to  M  =  o ; per 0 =  0 ,  p =  o , C, =  o , xa =  *0 =  l 0 =  =  o -  caso
dei profili ordinari -  si o ttiene l’equazione, di cui è ben ovvia la discussione:

B* (K2-  i) _  N | | (B, +  K* C) N -  (1 - K 2)2 +  * [(K2- 1)* +  R] N 2 +R: R2

+  ^ — (Bx +  C ) . n | =  o .

=  O ,

(io) Infatti è

R2  (Bx +  K2  C) Ntr — (Bx K2  +  C) (Bx +  Ks C ) = B , C ( i - K 2 ) 2 — (Bx K2  — Bx +
+  B, +  C) [B, +  C +  C (K2~  1) =  — (B, +  C)2~  (K2 — 1) (Bx +  C) 2 =  — K2  (B, +  C) 2 <  o.



58 Lincei -  Rend, Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X X III -  Ferie 1962

Si vede bene ad esempio che, per una eccentricità positiva (é? >> o), il valore 
critico di N è più piccolo di quello corrispondente al caso e — o [cfr. (18)].

Senza insistere u lteriorm ente sull’equazione (19) si noti per finire che, 
per R  -> 00 così che K /R  -> tc//, essa coincide con l’equazione dei profili sottili 
ad asse rettilineo (ll) :

£  B,ì « +  pj) N -  (c  +  -5- c,)l -  (Bt -  ey  n 2| +

• ^  ( N ----- - Bj ) N 2 =  o ,

ove si è posto, in conform ità del fa tto  che il c n tro  del taglio è qui indi­
cato con C,

 ̂ (3, =  ~  j  z (x2 +  Z2) dA    2 Ze
'. À

I p: =  ifLx i +  *: +  *:•

Nel caso x c =  o ;. zc —  e — o ovvero zc —  e q u an tità  del i° ordine, si hanno 
i ben no ti carichi critici

C +
N ^ - B , N , = /2 Ba N 3 = -

/2 Cx

p; +  P**

(11) Si confronti, in forma diversa, la formola (21) della Nota citata in (2), per
——  O f —— & , ku  —  kw ~~ O •


