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Analisi matematica. — Sopra una classe di problemi a l contorno 
non omogenei per alcuni tip i di equazioni integro-differenziali a derivate 
totali nel senso di Picone. N o ta0  di D em etrio  M angeron  e L. 
E. K rivose in , presentata dal Socio M. Picone.

1. Una serie di risultati, conseguiti dagli autori da soli oppure in colla­
borazione, concernenti varie classi di problemi al contorno per le equazioni 
alle derivate totali [i]-[4], oppure per le equazioni integro-differenziali lineari 
ordinarie o alle derivate parziali, coadiuvati dalla recente mole di dati e in­
dirizzi di ricerca validamente promossi dal « Colloquio sul trattam ento nume­
rico delle equazioni differenziali a derivate parziali, con caratteristiche reali» [5], 
oppure dai lavori della Scuola di Picone [6], di Ya. V. Bykov [7] ed altri 
ancora [8], [9], ha condotto gli Autori a considerare qui una nuova classe di 
problemi al contorno non omogenei per alcuni tipi di equazioni integro—diffe­
renziali a derivate totali nel senso di Picone [10], [n ]  e [12].

2. Sia il problema non omogeneo (di Goursat)

(1) [D i u ( x , y ) ] x=a =  <?i(y) ; =  (i =  o , 1, • • •, k  — 1)

per l’equazione integro—differenziale

k—1
(2) ■&* u (x , y)  -f  A 2  ri (x , y)  D* u ( x  ,y)  = /  (x , y)

+  X / / X  E‘- (* ,y  > 5 , ?]) D*U { l , ri) d5 d7] ,

ove c , i>t(x) , n ( x , y )  , f ( x , y ) ,E j ( x  , y  ( j  =  o , i , • • - , ni) sono
funzioni note continue nel rettangolo P — [a , b] X [c, d] , A è un parametro e

D* u = d**u(x,y)
dxidy*' è la derivata totale d ’ordine i  della funzione u ( x , y )  nel

senso di M, Picone [io], mentre k ed m  sono numeri naturali, essen­
dovi k  > r fn.

Hanno luogo i seguenti teoremi.
T eorem a I. — Se i) X non è un autovalore del nucleo

M . (*> y , t , dj ==
(x , 3 / , t , t )  +  M 2 (x  , y  , t , t )  , 

M 2 (x  , y  , t , t )  ,
a < t < =x ì c < x < y , 
x  < t  <Lb , y <s: < d  <

(*) Pervenuta all’Accademia il 31 agosto 1962.

4. —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXIII, fase. 1-2.
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dell'equazione

(3) v (x , y) — M (oc , y  , t , t)  v ( t , t) dt dx =  F (x , y  , X) ,
P

ove

So

k— 1
M, (x , y  , t , t) =  — ^  n  ( x , j ) (i — I — Zyir Kx — (y  — T)1k ~ x  — i

M.
in

(X , y  , t ,  T) =  X  E.- (x , y  , t , t) t.)|t I j K Z  —  O (>) — t)]^ '*-d/ dT,

F O  , J  , X) — /  (* , y)  — X K (a:, y) ,
k--I

K (x , y)  =  X  ri (x , y )  n ‘‘0  ( x , y ) — £  E; (x , y  , Z,, rj) D £ ® (E,, r;) d? dvj ,
0 J J o

P

Q =  { ^ < / < ^  ;  ̂<  t <  9/} ,

allora il problema (1), (2) A<2 sempre una soluzione continua 2 k volte continua- 
mente derivabile, che si rappresenta sotto la form a

(4) * (x , y) = <$>(x,y) f i ..^  ■ (  / [(* ■- §  (y -  n)]*-' [F (5 , >] , X)
Q

+  X J  f*R (E>, v) , t , t  , X) F ( t , t  'X) dt dT] d£ d*/),
p

essendo O (x  , _y) funzione nota che soddisfa le condizioni al contorno

(5) P>’ #]*=* = 9*‘ O') ; [D* = <J* (*) (* = o , 1 , • • •, k — 1)
e Vequazione omogenea

(6) ® (# , y) == o ,

mentre R [ •] è i l  nucleo risolvente del nucleo M '[•]..
2) Se X è un autovalore di rango v afe/ nucleo M. (x , y  , t , fi, allora non è 

possibile in generale mettere la soluzione del problema (1), (2) sotto la form a
x y

(7) *.(* , y ) = ®  ( x ,y) + {k^ l){ì f  j  1(X — — t)]*-1 v i t , t)dt dT .

Se però i secondi membri della (5) appartengono alla molteplicità singolare S [7], 
esiste un insieme infinito d i soluzioni del problema (1), (2) definito dalla form ula

(8) u (x , y) =  0) (x , y)  +  -(/fe J i)[8 f  f  [(x —  Q (y  — t))]*-1 [z (£, yf)
Q

V

+  ^ g i Z i  (? , v))] d5dv) ,
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ove z (x , y)  e Zi (x , y) (i — 1 , 2 , • • •, v) sono, rispettivamente, una soluzione 
particolare dell'equazione (3) e le autofunzioni corrispondenti ad un autova­
lore X del nùcleo M (x , y  , t , t).

Teorema IL -  I l  problema (1),
k — x

(9) u (x , y)  -f- X 2  ri (x ,y )  D {u ( x  ,y)  = f ( x , y ) -f
O

+  ^ j  j S  E* (#  , A ', t , t )  D* u ( t , t )  dT ,

Q

corrispondente al caso in cui P — Q, possiede per ogni valore finito di X solu­
zione unica 2 k volte continuamente derivabile, rappresentata sotto la form a

(10 ) u {x  , y )  =  0) (x , y)  +  J J  [(x —  t) (y  —  t ) ] { -  p ( t , t  , X) dt  dx ,
Q

essendovi

P ( * , y , X )  =  F ( x , y ; X )  +  x l  I R x ( x , y  , 5 , ri , X) F (fi , tj , X) d^diq ,
Q

Rx (# , JK , 5 , tq , X) è il nucleo risolvente del nucleo M* (x  , y  , ? , tj) <2̂ /- 
V equazione

(11) z/ (# , y )  —  X / / M* (# , jk , t , t)  v ( t , t)  dzf dT =  F (# , jy , X) ,
Q

conseguita come risultato della sostituzione della (7) nella (9). 
N e ll ipotesi che X <̂9̂  £ ^  autovalore dell equazione

(12) W ■(# , — X M* (x , y  , \  , Yj) w  (H,, ri) d \  dv)
Q

— /  f N ^  ’y  ’  ̂’ Y)) W ^  ^  dY) =  Fl ^  ’y  ’ ^  ’

i problemi (13), (14), (15), di cui sotto corrispondenti al!equazione (9) posseggono 
una soluzione unica 2 k volte continuamente derivabile, rappresentata sotto la form a

x  y

(16) ?/ (■>--, v) =  Ot (x ,y )  +  J j  [(*— £ )(j  — V))]*-1 A (5,Y^X)d5dY),
a (3

A (# , jy , X) £ la soluzione delVequazione

(17) w (,v, v) — X I J m 3(x , y  , 7) )w (£, ,7)) d£dr] =  F, (x , y  ,X),

l M* (a , 3/, £,, 7)) +  N (x  , y  , £ , 7)), (* , .y) e Q  ,
( N (x , y  , £,, 7)), (* , y) e  T — Q ,

M  3(x , y  , £ , , 7]) =
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(13) [D* u ( x , y)]XB.a==pi (y) , [D*u(x ,y)]y==p =  iLi(x), ( i = o , 1 , • • • , £ — 1),

(14) [Di u ( x , y ) ] x==a=<?i(y') , [D* u ( x , y)]y=$ =  \U (x) , (* = o , 1 1),

(15) [D* u ( x , y)]Xssa=pt (y) , [D*’« (*, y)]y=e =<J* (*) , ■ (*=o , 1 1) ,

mentre la funzione (x  , y) è la soluzione del problema (13) in corrispon­
denza alVequazione (6) e le funzion i note M* [ *] , N [ •] £ F, [•] spettano alVequa­
zione integrale (12), risultata dall'applicazione alla trasformazione integrale

x  y

(18) u (x , y)  =  (x  , y )  +  (k _ h y J  J j  Kx  ~  S) O — >l)]i “ I w  (£ , tj) d£ dvj
«P

deIVoperatore integro-dijferenziale che figura in (9), allorché T risulta un dominio 
d'integrazione costante e Q , Q c T , dominio variabile.

Se A è un autovalore di rango v dell'equazione (12) allora i problemi consi­
derati non hanno in  generale soluzioni rappresentabili sotto la form a  (18).

N el caso però in cui i secondi membri delle (13)—(15) appartengono alla 
varietà singolare S, l'insieme delle soluzioni del problema proposto è dato dalla 
formola

x  y

(19) {ké l)X* /  f  l ( * ~  — ’l)]*- ’ [“ 'o f é . l ,* )
a  j3

v
+  2  & wi (5 , , >0] d£ dy) >1

ove wQ (f  , 7] , X) e Wi (f  , 73 , X) (i' =  1 , 2 , • • •, v) sono, rispettivamente, ^<2 solu­
zione particolare dell'equazione (17) £ autofunzioni del nucleo M3 (y , , £ , 7]),
allorché qx , , • • •, sono costanti arbitrarie.

3. I risultati conseguiti, pur contenendo vari casi particolari notevoli, 
come lo è, ad esempio, il problema (1) e l’equazione alle derivate totali di 
Picone

£—1
(20) Dk u (x , y) -f- A 2 } r,* (y , jy) D* u (x , y) =*f (x \ y) ,

o

corrispondente al caso in cui si pone nella (2)

E,-(* ,y , l , ri) = 0  , (i = 0  , 1 ,• • -, ni) , (5 ,v))eP,

permiettono la risoluzione tram ite il metodo escogitato dei problemi (1), 
(13)—(15) per le equazioni lineari integro-differenziali della forma

T>*u(x,y)  +  \  X  X  n i  (x >y) 9 Z f y f  = f ( x- > >0

+ x f j ± ± E v (x ,y,i,r,) d i dn . f S i ,
J  J  o ì = o  3£  s y
Q

(21)



oppure

(22)
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7=0 1=0 J

J J 7= o z=o 35 V
Q

ed altri ancora.
U na Nota di prossima pubblicazione sarà consacrata all’applicazione del 

metodo di approssimazioni successive ed alla valutazione degli errori com* 
messi nella risoluzione di varie classi di problemi di qui sopra.
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