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Analisi matematica. — Sopra una classe di problemi al contorno
non omogenet per alcuni tipt di equazioni integro-differenziali a derivate
totali nel semso di Picome. Nota® di DEMETRIO MANGERON e L.
E. KrivoSein, presentata dal Socio M. Picows.

1. Una serie di risultati, conseguiti dagli autori da soli oppure in colla-
borazione, concernenti varie classi di problemi al contorno per le equazioni
alle derivate totali [1]-[4], oppure per le equazioni integro—differenziali lineari
ordinarie o alle derivate parziali, coadiuvati dalla recente mole di dati e in-
dirizzi di ricerca validamente promossi dal « Colloquio sul trattamento nume-
rico delle equazioni differenziali a derivate parziali, con caratteristiche reali» [5],
oppure dai lavori della Scuola di Picone [6], di Ya. V. Bykov [7] ed altri
ancora [8], [9], ha condotto gli Autori a considerare qui una nuova classe di
problemi al contorno non omogenei per alcuni tipi di equazioni integro—diffe-
renziali a derivate totali nel senso di Picone [10], [11] e [12].

2. Sia il problema non omogeneo (di Goursat)

<I> [Diu(x’y)]x=a=q)i<y> ) [Di”(x’y>]y=c:¢f(x> (Z'=O,I,'--,,€—-I)
per l’equazione integro~differénziale

k—1

@) Druz,5)+2 Tri(x,9) D', 0) =/ (x, )
1 [[ BEG.y. e D e,

ove @i (), $u (%), 7 (2, %), F(x,5), E;(x,,E,1) (j=0,1, -, m) sono
funzmm note continue nel rettangolo P=[a, 4] X [¢,d], 2 & un parametro e

D’%= u(x’y) p)

ey © la derivata totale d’ordine ¢ della funzione #(x,y) nel

senso di M. Picone [10], mentre 2 ed 7 sono numeri naturali, essen-
dovi £ >'m.

Hanno luogo i seguenti teoremi.

TEOREMA 1. — Se 1) A non ¢ un autovalore del nucleo

Mx(X,J’,f,T)-I-Mz(x,J/;l‘,T), ﬂSl‘SxMSTSJ’,

M@x,y,t,7) =
@ .27 M, (x,y,¢,7), x<t<b,y<v<d.

(*) Pervenuta all’Accademia il 31 agosto 1962.

4. — RENDICONTI 1962, Vol. XXXIlI, fasc. 1-2.
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dell’ equaszione

) v(x,y)—lf/M(x,y,z‘,'c)v(z‘,'c)dtd'r=F(x,y,7\),
ove

M, (x,y,¢,7) :—io71'(x;y>m[(x—l‘)<y——7)]'€_1_i,
" En
M2<x’y’t’1> :;E’.<x’yrl’T>(,éTl_i)1?/f[(amt)(n_'r)]k—’-i'dtd"::
F<x’y’)\> Ef@»y)*)‘K(x’y),
k—1 m
K,y = ;ri(x,y)Dz'(D(x,y)——/[EEi(x,y,i,v;)Di(I)(E,"q)dEdn,
¥ )

Q={a<t<x ; c<t<y},

allora il problema (1), (2) ha sempre una soluzione continua 2k volte continua-
mente derivabile, che si rappresenta sotto la forma

(@ 5 =069+ gy [ [ =y O —nF— F &Y
Q
—]-A/[R(E,V),z‘,fr,A)F(z‘,'r,'k)dz‘d’r]dﬁdv;,

essendo © (x| y) una funzione nota che soddisfa le condizioni al contorno

(5) [DFPlce =0 (3) ; [DFPlpme =i (%) (G=0,1, - k—1)
€ lequazione omogenea
(6) qu)(x’y):():

mem‘re R[] ¢ ¢l nucleo risolvente del nucleo M [-].
2) Se \ ¢ un autovalore di rango v del nucleo M (x ,y ,¢,%), allora non é
possibile in generale mettere la soluziome del problema (1), (2) sotto la forma

D) 4N =06 )+ g [ [le—d =0, 9 deds.

Se pero i secondi membri della (5) appartengono alla molteplicita singolare S [7],
esiste un insieme infinito di soluzioni del problema (1), (2) definito dalla formula

® w2 =06, + o f[[<x—£><y—n>]k~ [+ (€, 7)

-+ ;q;zz' &,m)] d&dn,
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ove z(x,y) e z(x,y) (d =1,2, --,V) sono, rispettivamente, una soluzione
particolare dell’equazione (3) e le autofunzioni corrispondenti ad un autova-
love N del nucleo M (x,y,t, 7).

TrOREMA II. — 7/ problema (1),

k—1

© Dtu(r,y) + 2 X re,0)Diulx,y) =f(r,5)+
+xfff‘,E,~<x,y,z,¢>Dfu<t,T>dsz,
Q o

corrispondente al caso in cui P =Q, possiede per ogni valore finito di N una solu-
zione unica 2 k volte continuamente derivabile, rappresentata sotto la forma

(10) u(x,y)=0(x,y) +<é—_’m—2f[[(x—t) (y —DPF—rp (¢, ,N dedr,

Q
essendovi

P(x,yﬁ\)EF(x,y,k)-l—?\ijl\(x,y,E,v;,)\)F(E,n,)\)didn,
Q

ove R, (x,y,8,0,N) & il nucleo risolvente del nucleo M* (x,y ,€,n) del-
Pequazione

(11) v(x,y)—%//M* x,y,t, Do, n)dtdt=F(x,y,N),
Q
conseguita come risultato deila sostituzione della (7) nella (9).
Nell'ipotesi che N non é un autovalore dell'equazione

(12) w(x,w—xﬁM*<x,y,z,n>w<a,n>dadn
Q
—f[N<x,y,a,n>w<m>dadn=Fx<x,y,x>,

i problemi (13), (14), (15), &i cut sotto corrvispondenti all’equazione (9) posseggono
una soluzione unica 2 k volte continuamente derivabile, rappreseniagta sotto la forma

(1) 1(x13) = 0. (1,9) + gy [ [ =D —nF= A&, n, 9 dEdn,
o B

ove A(x,y,N) ¢ la soluzione dell’equazione

(17) W(x,;y)—l[st(x,y,E,“ﬁ)w(im)dﬁdn=Fx(x,y,7\),
M*(x,y,8,7)+NE,y,8,m), (x,»eQ,

M3<x,y,2,n>5§ N(x,y,E,1), (x,y)eT—Q,
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(13) [Du(x, y)]ema=0:(y) , [D'u(x,y)l—p=:(®), (F=0,1,--,£k—1),
(14) D2 (x, Vema=9: () » [D'u(x, ]=p=w(®), (@=0,1, -, ,—1),
(15) [P u(x, Nle=a=0:(y) , [D'u(x,Nly=c=ti(x), (=0,1,---,k—1),

mentre la funzione @, (x,y) é la solusione del problema (13) in corrispon-
denza all’ equazione (6) e le funzioni note M* [-]1,N [-] e F, [-] spettano all’ equa-
gione integrale (12), risultata dall’ applicazione alla trasformazione integrale

(18) u<x,y>=®x<x,y>+ﬁﬁf [e—8 (r— 0P~ w ) dE dn
aff

dell’ operatore integro-differenziale che figura in (9), allovché T risulta un dominio
d’integrazione costante ¢ Q , QC'Y, dominio variabile.
Se N & un autovalore di rango v dell'equazione (12) allora ¢ problemi consi-
derati non hanno in gemerale solusioni rappresentabili sotto la forma (18).
Nel caso perd in cui ¢ secondi membri delle (13)-(15) appartengono alla
varieta singolave S, l'insieme delle soluzion:i del problema proposto é dato dalla
Jformola

(19) wr,9) =9 .9+ g | [ =8 == [ E 0,9

ap

-I—Zqz'wi(i,n,l)]didn,

ove wo (&, ,New: (&,n,N(GE=1,2, --,V) sono, rispettivamente, una solu-
zione particolare dell’ equazione (17) e le autofunzioni del nucleo M, (x,y , &, ),
allorché q.,q.; -, qy Sono costanti arbitrarie.

3. I risultati conseguiti, pur contenendo vari casi particolari notevoli,
come lo &, ad esempio, il problema (1) e 'equazione alle derivate totali di

Picone
h—1

(20) Déu(x,) + 2 X (@, 0) Diu(e,9) =/ @, ),
corrispondente al caso in cui si pone nella (2)

Ei(x;y:gvaEO y <i=0,1,"',m> ) (E,’YDGP,

permettono la risoluzione tramite il metodo escogitato dei problemi (1),
(13)—(15) per le equazioni lineari integro—differenziali della forma

k—1 k—1
G) D)+ T D) Tm e — s )

+x//EEE,,<x v.8 ) B gz, p <,

. j=o i=o 3&’9]
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oppure
hA—1 b—1 P
Y u(x,y
(22) Diute,y) +2 B Ty o =

s 2 i
f(x,:v)+l/ > Y,y B, )t e dy,

== T
Q

ed altri ancora.

Una Nota di prossima pubblicazione sara consacrata all’applicazione del
metodo di approssimazioni successive ed alla valutazione degli errori com-
messi nella risoluzione di varie classi di problemi di qui sopra.
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