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G eo m etr ia . — Sulle serie oox d i p ia n i appartenenti alla V4 di 
C. Segre. N o t a 0  di M a r i a  T er es a  B o n a r d i , p resen ta ta  dal Socio 
E.  T ogl i a t t i ,

1. È noto che la V 4 di S8 che rappresenta, al modo di C. Segre, le coppie 
di p u n ti e s tra tti da due piani, può essere caratterizzata  tra  le V 4 immerse &e) 
nello spazio S8 dalla proprie tà  di avere gli S4 tangenti appoggiati a q uattro  
piani a tre a tre indipendenti, su ciascuno dei quali sia due la dimensione del- 
l ’insieme dei p u n ti di appoggio

In  questa N ota ottengo una caratterizzazione del tu tto  analoga per le 
serie sem plicem ente infinite di piani d ’una V4 di C. Segre, dim ostrando il 
seguente

TEOREMA. -  Condizione necessaria e sufficiente affinché una varietà reale 
a tre dim ensioni (non conica e non composta d i spazi  S3), immersa nello spazio 
S8, sia una  oo1 d i p ia n i d i uno dei due sistem i d i una  V 4 d i C. Segre, è che tu tti 
i  suoi spazi tangenti incontrino quattro p ia n i d i  S8 a tre a tre indipendenti.

L a necessità è ovvia. B asta dunque provare la sufficienza.

2. Se , 7t2 , n 3 , 7t4 sono q u attro  piani a tre a tre indipendenti di uno 
spazio proiettivo  S8, si può sem pre scegliere (I) il sistem a di riferim ento per le 
coordinate pro iettive omogenee xì dei p u n ti in modo che essi risultino i piani 
congiungenti rispettivam ente le terne di punti:

A0 ( 1 , o , o ,  0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ) ,  A, (o,  1 , o ,  o , o , 0 , 0 , o , o), A 2 ( 0 , 0 ,  1 , o ,  o , 0 , 0 , 0 , 0 ) ;  

A 3( 0 , 0 , 0 ,  1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ) ,  A 4 ( 0 , 0 , 0 , 0 ,  1 , 0 , 0 , 0 , 0 ) ,  A 5 ( 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 ) ;  

A ó ( 0 , 0 ,  o ,  0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ) ,  A 7 ( o , o , o ,  o , o , o , o ,  1 , o), A 8( o , o , o , 0 , 0 , 0 , 0 , o ,  1); 

M0(i  , 0 , 0 ,  1 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ) ,  M ^ o ,  1 , 0 , 0 ,  1 , 0 , 0 ,  1 ,0),  M 2( o , o ,  i , 0 , 0 ,  i , 0 , 0 ,  i).

Ciò premesso, sia V 3 una varie tà  reale a tre dimensioni appartenente 
ad uno S8, m a non ad uno spazio inferiore, rappresen ta ta  param etricam ente 
da equazioni del tipo:

P* • =  ?,• (a » P > T) (2 =  o , 1 , • • •, 8)

con cp* (a , (3 , y) funzioni continue in un aperto di R 3 ed ivi do tate  di derivate 
prim e continue.

(*) Pervenuta all’Accademia il 23 luglio 1962.
(1) D. G a l l  ARATI, Intorno a certe V4 d i S8 ed una proprietà caratteristica della V 4 che 

rappresentale coppie d i pu n ti d i due p ia n i, « Ricerche di matematica », V i l i  (1959); Sulle V4 
d i S8 i  cui S4 tangenti si appoggiano a p ian i assegnati, « Riv. Matem. Univ. Parma » (2), 2 
(1961).



32 Lincei -  Rend. Sc. fìs. mat. e nat. -  Voi. X X X III -  Ferie 1962

Supponiam o che gli S3 tangen ti della varietà siano tu t ti  appoggiati al 
piano 7u3: questo im plica che le sei funzioni cpG , 9 , , <p2 , <P3 , 94 , <p5 siano sei 
integrali di u n ’equazione alle derivate parziali del tipo:

(1) XX +  [xXa +  vX13 +  pXY =  o 

ove X è la funzione incognita,

__ 3X vP  — 3X v y  9X
3a ’ A ~~ 3p ’ A

e X , [x , v , p sono funzioni opportune di a , (J, y . Perciò se t è un  integrale 
particolare, non identicam ente nullo, della (1) risulta:

9 ;  =  ^  (g , h) (i =  O ,  I s )

con g  ed h funzioni di oc, p , y<2>. V 3 può allora rappresentarsi con equazioni 
del tipo:

(2) px. =  . (g , h) ; pxk =  Xi (a , P , Y) (? =  o , I , • • •, 5 ; k  =  6 , 7 , 8 ) .

Si può escludere senz’altro  che nelle (2) g  ed h siano costan ti perché in 
tal caso V 3 sarebbe un S3. Se g  ed h dipendono da uno solo dei param etri 
a , P , Y le (2) sono della forma:

(3) px. =  % (a) ; pxk =  <Pt (oc , (3 , y) (* =  o , i , ■ • -, 5 ; k  =  6 , 7  , 8);

e gli S3 tangen ti della varie tà  segano 7t3 secondo re tte . Se invece g  ed h d ipen­
dono com plessivam ente da alm eno due dei param etri oc, (3 , y, si può sup­
porre che questi siano oc e [3 e si può eseguire il cam biam ento di param etri: 
g  =  oc* , h =  (3* , y =  y*. C ontinuando a chiam are oc , p , y i nuovi param etri, 
si o ttiene per V 3 una rappresentazione param etrica della forma:

(3.0 ?*i =  9; 0* . P) ; ?xk =  cpk (oc , p , y) (i =  o , i , • • -, 5 ; k  =  6 , 7 , 8 ) .

Sia nel caso (3) che nel caso (3'), per l’ipotesi che V 3 non s tia  in spazi 
di dim ensione inferiore ad 8, deve essere <pQ =j= o, ■ e non costante; inoltre
alm eno una delle funzioni cp6 , <p7 , ?s deve dipendere da y. Supposto come è 
lecito cpv ^  o, con il cam biam ento di param etri

- ? L==a» >p = p * >^6. =  Y*
90 90

le, (3) e (3') vengono rido tte  rispettivam ente alla forma:

(4) x0 :x i :x2 \ x3:xa :x s :x6 :x7 :x&= i : o. \ ij3 (a) : t)3 (oc) : tj4 (oc) : t)5 (oc) : y :

: t)7 («Py) : 7)g (a(3y)

(4) Se t è un integrale non identicamente nullo della (i) e 9 è un qualunque altro inte­
grale della stessa equazione, posto 9 =  dalla (1) si ricava che ij; deve essere un integrale 
dell’equazione: +  piJA =  o. Ne segue che esistono due funzioni £ - ( a , p , y )  ed
^ (a > P > y) tali che <\> =  i* ( g , h) e quindi 9 =  ( g , h). Cfr. ad esempio: A. R. Forsyth , 
Trattato delle equazioni differenziali (traduzione di A. Arbicone), Livorno 1902, p. 242.
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ed alla forma:

(4') : x2:x3: x ^ : x 5 : x6 : x7:xa= i : a :  £2(oc, (3) : £3(<x, (3) : £4(<x, (3) : ?5(a , (3) :

: T : ^ ( a > P > Y ) : ? 8 ( a , P , Y ) .

Nelle (4) inoltre, una almeno delle due funzioni t)7 ed v)8 dovendo d i­
pendere da [3, si può supporre v)7 =  [3.

3. Le varie tà  (4) vanno escluse perché, come è im m ediato verificare,
gli S3 tangen ti di queste varie tà  non sono appoggiati al piano 7t2. Per le varie tà  
(4') le condizioni perché gli S3 tangen ti incontrino tt2 sono: ^  =  $ =  o.
D unque le V 3 di S8 (non contenute in spazi di dimensione inferiore) i cui S3 
tangen ti si appoggiano ai due p iani n 3 e n2 sono tu tte  e sole quelle rappresen­
tabili con equazioni param etriche della forma:

x0 : x x : x a : x 3 : x 4 : x s : x 6 : x 7: x e =  i :<*: Z* (a) : Z3 (a , P) : £4 (a , p) : £s (a , p) :

: T • Z7 (a , y) :Xs ( a , y ) .

D ’altra  parte , poiché non può essere £3 =  =  £5 =  o, si può supporre
£ 3 ^  o ed assum ere come equazioni param etriche di V 3 le seguenti:

(5) xQ: x x : x a : x 3: x 4: x s : x 6 : x 7 : x8 == 1 : a : &2 (a) : p : &4 (a , p) : &5 (a , p) :

: r  :% (<* , T) : > s ( a ,  Y>-

4. Im poniam o ora agli S3 tangen ti della varietà (5) di appoggiarsi al piano 
Ttj ; questa condizione im plica che le q u a ttro  funzioni (oc , x) (t =  4 , 5 , 7 , 8 )  
siano soluzioni di u n ’equazione differenziale alle derivate parziali del tipo:

(6) X(X —  xX*).+  (*Xa =  o

con X , [X funzioni .di a , p , y .
Se X =  o deve essere &4 =  =  9*“ =  ~  o; e le (5) divengono:

(7) xQ: xx :x2:,x3:x4 : x 5 : x 6 : x 7 :x8=  1 :oc:&2(a) : p : &4 (P) : &5 (P) :y  :&7(y) : (t)-

Se X e(e o si possono supporre non identicam ente nulle le funzioni 
&4, 8*5, 9*“ , ^8 perché se fosse, per esempio, &4 === o, si avrebbe 94 =  p9-J; onde 
94 sarebbe unà funzione lineare di P; e V 3 sarebbe contenuta in un iperpiano. 
Perciò sostituendo nella (6) al posto della funzione incognita X successiva­
m ente 94 , &5 , si possono ricavare le relazioni seguenti:

_  ^ 5 - ^ 5  _  r» ; - » 7 _ r» Z -\  _  [X
s>“ ì>“ #•“ «■“ >.

le quali im plicano che p./X sia funzione della sola variabile a.
In  questa  ipotesi, se p. ^  o, l’integrale generale della (6) è X = x H  [F (a) -f- 

+  lo g x], con F  (a) funzione opportuna e non costante <3>. R isulta dunque:

=i [3H 4 [F (a) +  log [3] ; h 5 =  (3H 5 [F (a) +  log [3] ;

F 7 =  YH 7 [F (oc) +  log y] ; h 8 =  TH s [F (a) +  log y] ;

(3) Cfr. nota (2) osservando che x  è un integrale particolare della (6).

3 . —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXIII, fase. 1- 2 .



34 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXIII -  Ferie 1962

e le equazioni param etriche di V 3, scegliendo opportunam ente i param etri, 
possono essere rido tte  alla forma:

(8) xQ :.xx :x 2 :x 3 : x 4 : : x 7 : x 8 =  a : A z (oc) : A2 (a) : p : Bx (P) : B2 (P) :

Se (jl — o, risu lta  invece:

% =  (3cù; (oc) ; =  j(x>i (oc) (i =  4 , 5 ; i  =  7 , 8 )

e per V 3 si o ttengono equazioni param etriche del tipo:

(9) xa : x t : x 2 : x 3 :x3 : x s : x 6 : x 7 : x 8 =  1 : oc : <o2 (a) : fi : pa>4 (a) : fiw5 (a) :

: y : ya>7 (oc) : ycù8 (a).

Per le V 3 di S8 i cui S 3 tangen ti si appoggiano ai tre piani tzz , n 2 , tc3 si 
sono così tro v a ti tre tipi possibili di rappresentazioni param etriche: (7), (8), 
(9); il prim o tipo però rien tra  nel secondo, perché le (8) diventano del tipo (7) 
se A x (a) [oppure A 2 (a)] si riduce ad 1 ; ciò esige che A? e A “ non siano 
contem poraneam ente nulle, caso che va escluso.

5. Consideriam o la varie tà  (8) ed im poniam o ai suoi S3 tangen ti di appog­
giarsi al piano n4. Ciò avviene se e solo se esistono due funzioni A e (i. tali che 
risulti:

X(B — A, +  aA“—  (3B®) -f- [A (B®— A “) =  o

A (B2 —  A 2 +  ocAl— pB®) +  [x (B®—A “) =  o 
A(C, —  A, +  *A?— yC l) +  A “) =  o

A (C2 —  A 2 +  ocA“-~  yCl) +  pc (CI— A l) =  o-

(io ) possono coesistere se e solo se la m atrice:

Bj — Aj  +  «A“ —  (3B? B® — A? 

B2 —  A 2 - f  aA“ —  (3B® B®— A “ 

C, —  A, +  ocA“ —  yCl C i— A “ 

e 2 —  A 2 +  ocA“ —  yCl C I— A “

ha caratteris tica  <  i. In  particolare dovrà essere:

( n )
Bt —  À t +  ocA“ —  (3B® B®— A “

C, — A t +  «cA“ —  yC l C I— A?

Q uesta condizione perm ette  di escludere senz’altro  le varietà del tipo (8) 
dalle nostre considerazioni. In fa tti si possono in tan to  escludere le varietà per 
cui Bi —  A “ = o ,  perché in tal caso À x e Bx sarebbero funzioni lineari (ri­
spettivam ente  di oc e di P), e ci sarebbe alm eno un  S6 contenente V3. Per ana-
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loghe ragioni si escludono le varie tà  per cui C i — A “ = o .  L im itandosi alle 
rim anenti, dalla ( n )  si ricava:

B i— At +  aA“— pB? C ,— AI +  aA“- v C v____________ *__ 1 1   X 4 I   7 / \
B? ~  A“ ~~ CJ — A“ _

e quindi:

(12) (Bj —  PB?) —  {A, —  \h (a) +  a] A “ } =  h (a) B?

(13) (C, —  yCJ) —  {At —  [k (a) +  a] A “ } =  h (a) C I.

L a (12) im plica, come si riconosce senza difficoltà, che le funzioni B? e 
Bx —  PB?, oppure le funzioni h (oc) e A, —  \h (oc) +  a] A “ , siano costanti; 
ossia in ogni caso che Bx sia funzione lineare di p. A nalogam ente dalla (13) 
si ricava che Q  deve essere funzione lineare di y. D unque tu tte  le varie tà  del 
tipo (8) che soddisfano la (11) sono contenute in spazi di dimensione infe­
riore ad 8.

6. Veniam o ora alle V 3 del tipo (9). Condizione necessaria e sufficiente 
affinché gli S 3 tangen ti di una tale varie tà  si appoggino al piano 7t4 , è che le 
funzioni (3co4 —  oc , (3co5 —  o>2 , yco7 —  oc , yco8 —  co2 siano soluzioni di una equa­
zione differenziale della forma:

X [X +  (i -  P) X p +  ( i - T )  X Y] +  jiX° =  o

con X e [x funzioni di oc , (3 , y . Per le funzioni co2 , co4 , co5 , co7 , co8 si ottengono 
dunque le condizioni:

/ X (co4 — oc) +  il (pco“ — 1) =  o

^ (^5 <°2) +  (P^s ---^2) — 0
I X (co7 —  a) +  il (yco“ — i) =  O 

' X (o)8 co2) -|- [x (yco8 — w2) =  O.

Poiché le due espressioni Pco4—  1 e yco7— 1 sono certo non nulle, nelle (14) 
deve essere X ^  o e (x/X funzione della sola variabile a. D ’altra  parte , poiché 
anche le co, (i =  2 , 4  , 5 , 7 , 8) dipendono soltanto  da  a, le (14) hanno senso 
solo se è (x == o. R isulta quindi: co4 =  co7 =  oc ; co2 =  co5 =  coa e le equazioni 
param etriche di V 3 divengono:

(15) xQ : x x : xa : x 3 : x4 : x 5 : x 6 : x 7 : x 8= i  : oc : co (a) : (3 : [3oc : pco (oc) : y : ya : yco (a)

con co (a) funzione arb itra ria .
Su questa V 3 le superfici a =  cost, sono dei piani.
C onsideràta la V 4 di C. Segre, p rodotto  di due piani, di equazioni p a ra ­

m etriche:

(16) ;r0 : x x : x 2 : x 3 : x 4 : x 5 : x 6 : x 7 : x 8 =  1 : a : § : (3 : (3oc : (3S : y : ya : y§
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e le sue due schiere di piani, si vede subito che una di esse contiene 
n n  tt2 , 7t3 , i:4) e che le (15), qualunque sia la funzione :co-(a), rappresentano 
un  sistem a di oo1 p iani contenuti nell’altra.

Il teorem a del n. 1 è così com pletam ente dim ostrato.

7. Se 2 ' e E" sono le due schiere di piani della V 4 (16), e V 3 è una va­
rie tà  non s itu a ta  in spazi di dimensione inferiore ad 8 e com posta di oo1 piani 
di E', i piani di E" sono incidenti, come è ovvio, a tu t ti  gli spazi tangenti di V3. 
D im ostro ora che, oltre a quelli di E", non esistono in S8 altri piani che godano 
di questa proprietà . Sia gx un  tale piano: esso non può appartenere a E ' perché, 
come subito si verifica analiticam ente, nelle ipotesi a ttu a li nessun piano di 
questo sistem a è incidente a tu t t i  gli spazi tangen ti di V 3. Di conseguenza, 
d e tti cr2 , g3 , cr4 tre piani scelti genericam ente in E" (quindi congiunti dall’S8 e 
sghem bi con gx), si può ripetere per i q uattro  piani cu quanto  s’è detto  per i 
piani Tcy, pervenendo ad una  V 4 di C. Segre passante per i p iani a* e per la V 3. 
B asta  ora osservare che gli oo1 piani di V 3 (per ipotesi non situ a ti in yno stesso 
iperpiano) individuano <4) la V 4 di C. Segre che li contiene, per concludere che 
<7X appartiene al sistem a E".

(4) Si ricordi che una di C. Segre è il luogo dei piani che. si appoggiano a quattro 
piani generici di una delle sue due schiere.


