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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Étude de la continuité des solutions du 
sy stèrne parabolique dependant d yun paramètre (#). Nota II di W itold 
P ogorzelski, presentata (**} dal Socio M. P ic o n e .

§ 3. -  P ropriétés d es  intégrales analogiques à  l ’integrale  
d e  P oisson-W eierstrass .

T h ÉORÈME 2. -  Si les coefficients du système (1) vérffient les conditions 
(3), (4), (5') dans la région (2), si les fonétions/p (X), définies dans l’espace E, 
vérifient l’inégalité

(46) |/p (X) | <  M /exp [ b  | XX0 | ]

(M /et b étant des constantes positives données) et sont intégrables dans tout 
domaine mesurable et borné dans E, alors les intégrales (14) analogiques à 
l’intégrale de Poisson-W eierstrass et leurs dérivées d ’ordre m < J A — 1 possè- 
dent une certame régularité de la continuité par rapport au param ètre X, 
dans la région [ X e E  , o .<  £ <C T , — R <1 X <! -f- R], exprimée par les 
inégalités suivantes

(47) I D(x > [ Jo * (X , f)]  Dx* [ Ja (X , i)\ |

<  Const M y T '1" exp [b | XX01 ] [«A ( [ X — X' )]**

où les constantes positives h1 et sont choisies arbitrairem ent dans les 
ibtervalles

g <C hi. <C min (k , MA')

- j ^ - < f A m < i  (m =  — 1) .

Les coefficient positif const dépend du choix des constantes h% et \im, mais 
ne dépend pas des fonctions/p .

Demonstration. -  D ’après la formule (8), nous pouvons écrire les inté- 
grales (14) sous la forme d ’une somme

jW (X ,0 = J?) ( x , / ) + T « ) ( x , 0 -

(*) Institut Mathématique de TAcadémie Polonaise des Sciences. 
(**) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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des intégrales

(48) JW (X , t) =  j j j  X  W $ Y’° (X , t  ; Y , o) fy  (Y) dY

(49) ; J W ( X , 0  =

où Ton a posé

(50) ^ ( Y . t)

p=i
( X ^ ; Y , t) 4 x) (Y , t) dY dT

j j j  2  (Y , t  ; Z , o ) /Y (Z) dZ .

On étudiera les intégrales (48) d ’une fagon analogique que Pintégrale (19), 
sans faire Pintégration par rapport à la variable t .  On constate que les 
fonctions (48) et leurs dérivées d ’ordre m <  M — 1 vérifient les inégalités 
de la forme

(SI) ! Dx’tla *  (X , t)\ -—Dx? [j o ( X  , )̂] I

<, Const exp \b | XXQ | ] [a>A ( | X — X'| )]**•

(m =  o , 1 , • • - , M — 1)

La seconde intégrale (49) est une composante du quasi-potentiel de charge 
spatiale de densité (50). On étudiera cette densité d ’une fagon analogique 
que la densité (20) et on arrive à Pinégalité semblable à (43) (sans faire Pinté­
gration par rapport à variable t)

(52) I <j£> (Y , t) — (Y ,t)  I ^  Const Mf ^  exp \b \ YX01 ] [<oA ( | X— X'| )]*»•

kx et p. é tan t choisis dans les intervalles (38) et (39). Nous en concluons, 
d ’une fagon ^analogique que pour l’iritégrale (19), Pinégalité suivante pour 
les intégrales (49) et leurs dérivées

(53) 1 D<»> [J «  (X , *)] _  D(xw) [ J (n  (X , /)] I

^  Const exp [6 | XX01 ] [toA (| X — X' | ) p

(m =  o , • • -, M — i). En rapprochant les résultats (51) et (53), on arrive 
à la eon^lusion (47) du théorème 2.

RemaJrq'vte. -  Dans le cas m =  o ont peut établir une inégalité de 
Holder meilleure que Pinégalité (51), notam m ent ne con ten ant pas le fac- 
teur non borné tr~vol où o << p,0 << 1. Considérons done Pinégalité

W $ y’t (X , t  ; Y  , T) -  W&')Y’T (X , t  ; Y  , t)  |

(* —t)”/m
exp £ I XY I*

M — i _____
St----T

0)A(|X — X'l)

(54)
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resultant de Finégalité établie dans notre travail [3] (page 162, formule 37); 

C et c sont des constantes positives, q =  . Décomposons la difference

(ss) 1S,1)(X ,7 ) — j f ( x , ^ )  =

2  [W ^ Y,° (X , t  ; Y , o )— W $ ,Y’° (X , t  ; Y , o)]/p (Y) dY =  I(K) +  I(E~ K)
E P=I

en somme d ’intégrales étendues à la sphere K, centrée en X et de rayon fixé 
R0, et au domaine extérieur E — K.

En vertu de Finégalité (54) et (46), nous aurons une limitation

(56) | I (K)| ^ C M / / Ro b I XXo ,— n} Mt  exp

Ro

" c \ XY \3 '
M — 1

u  .
dY • toA ( | X— X' | ) =

CeiK° M/co„ /  ,XXo1 coA(| X — X' |) / r n,* r exp crQ
M— 1 d r

<  exP \p I XXo |] r
« (M — 1)

u

wA(|X — X '|).

Q uant à l’intégrale étendue au domaine E — K, nous pouvons écrire

(57) | i ( e - k)| ^ c M / / |XXo1 wA(|X— X'|)-

c'R«,— nl Mt  exp
E — K

M-
Vt

exp
M — x__

r'MXYI* — b ^TlXYI
n — 1

Vt

dY

en décomposant le nombre c en somme c +  c” des deux nombres positifs. 
Or, on peut fixer R0 suffisamment grand pour qu’on ait

M — 1
y 71 x y |  q—b Vt  1 x y |

M — 1__

Vt

si | XY | >  R0 , p  é tan t un nombre positif, en outre le produit

' H  1
M — x

a  _

tend vers zèro si /->  o, done Fintégrale dans (57) existe et possède une 
borne positive détérminée, si t  o. En somme, la difference (55) vérifie 
Finégalité

— nf Mt exp

>  p  | XY

(58) ‘ | (X , t) — Jg-0 (X , f ) \ < .  Const M , exp [ò | X X D |] <oA(| X — X' |)

dans la région ( X € - E ; o < ^ < T ; X , X ' q ( — R ,  +  R)]. Quant à la dif- 
férence (53) pour m =  o, on peut fixer (j,0 suffisamment petit pour que
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I — fx0 —- [x >> o, done en rapprochant les résultats nous concluons que les 
intégrales de Poisson-W eierstrass (14) vérifient l’inégalité de Holder

(59) | Ja> (X , t )  — (X , t) | <: ConstMy exp [b | XX01 ] [o>A ( | X — X' | )]**

au coefficient borné si / - > o .
Nous passons m aintenant à l’étude de la continuité par rapport au 

param ètre X des dérivées d ’ordre le plus élevé M des intégrales (14). Cette 
étude exige des considérations plus délicates. L ’existence des dérivées d ’ordre 
M est assurée grace aux propriétés suivantes de la densité (50)

(60) 10*l) (Y ,T ) | <  Const. My «r“  ■** exp [b | YX„ | ]

(61) | oj« (Y , t) — of> (Y j, t) | <  Const. M ^ *  exp [b | YX„ | ] | YYX |M«

(| YX0| >  | Yj X0 |) démontrées dans no tre travail [5]: [x* et hx sont définies 
par les formules (30), 0 est un nombre positif arbitraire inférieur à Punì té. 
Nous démontrerons le théorème sui van t.

ThÉORÈME 3. -  Les mèmes hypotheses que dans le théorème 2 étant 
admises, les dérivées d ’ordre M des intégrales de Poisson-W eierstrass (14) 
sont réguliérement continues par rapport au paramètre X, notam ment elles 
vérifient les inégalités

(62) I D(xm> [ (X , t)] -  Dx1* [ Jir)  (X , /)] I

<  Const Mf T *  exp [b | XXC | ] [wA(|X — A'[

où h% est un nombre positif arbitraire inférieur au nombre ^  — min (h ,M h') 
et (X est un nombre arbitraire supèrieur à l’unité; le coefficient positif const est 
indépendant des fonctions / p , mais dépend du choix des constantes [x et h x .

Demonstration. - D e  mème que précédemment nous étudierons les deux 
intégrales (48) et (49). La première admet les dérivées de tous les ordres 
présentées p a r1 les intégrales régulières, absolument convergentes,

(63) D^> [ j w (X , /)] =  jlj 2  [W $Y’° ( X , / ;  Y ,o ) ] / (5 (Y) dY.
E

Done, d ’après l ’inégalité (22) et (46), nous aurons

(64) | D r [ ] W (X , ?)] - D f  [ fi'*  (X  , /)] |

<  Const Mr t~ ■* exp [b | X X C|] « a ( | X — V | )

|x é tan t une constante arbitraire supèrieur e à V unite. L ’étude de la dérivée 
d ’ordre M de l’intégrale (49) est plus difficile. Cette dérivée s’exprime par 
l’intégrale singplière

(6S) D(XM) [ j f  (X  , /)] = 2 DkM) [W $ Y’r ( X ,/ ;Y ,t ) ]  a f  (Y , t) d Y dT
P-i
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qui n ’est pas absolument convergente. C’est pourquoi nous utiliserons Fautre 
forme de la dérivée (65), donnée dans notre travail [4], (page 251). Nous 
écrirons done

(66) [J™ (X , / ) ] = /  F™ (X , / ,  t) dr

t

o E — K

o

2  D xM) [W $ 'Y,T (X ,  ̂ ; Y , t)] <#> (Y, T) dY dT
3 =  1

où la fonction '> est une somme d ’intégrales absolument convergentes
suivantes

(67) F?) ( X ^ , t) =

2  (X , T) j -  /T  D r - 1’ [W $ Z,T (X , / ; Q , T)] COS vy dQ j
(3 =  i ( J J  ) Z = X  .

K'

+  2 ° p ) ( X , r ) j J f  { D(XM) [W $ Y’T(X , t ; Y ,t)]— ((D(xM) [W $ Z'T (X , /  ; Y , t)])z=x } dY
(3- i

+  / J (  2  D(xM) [ W i r - (X , t \  Y , T)] [<#> (Y , t) — <#> (X , T)] dY
K

où K est une sphère de rayon 2, centrée au point arbitraire X de Fespace E , X 
est un point arbitraire de K dont la distance du centre X est infèrieure à 
Funite. K' désigne la surface de la sphére K et vy -  Fangle que fait la nor­
male à la surface K' au point Q avec Faxe d ’une telle variable xj par rapport 
à laquelle on a différentié en passant de la dérivée à la derivée Dx^ .

L ’étude du premier composant, 1^  (X , t , t), de la somme (67) n ’offre 
des difficultés, puisqu’il s’exprime par une intégrale régulière. On aura notam- 
m ent, d ’après les inégalités analogues à (22) et (52)

(68) I I (X , / ,  T) — i f  > (X , t  , T) I <; L — K  (I X — X' I ) p

où I — —  << jx' << I ; p. et kx sont définies par (38) et (39).
Pour obtenir une lim itation de la différence des valeurs du second com­

posant I(2̂  (X , t , t ) ,  de la somme (67), étudions d ’abord la fonction sous- 
intégrale

(69) RW (X , t : Y , t)  = D (xM) [W f  y’t (X ,t ; Y , t)] — (D(XM) [W $ :Z’T (X , t ; Y , t ) ] ) z _ x  •

En vertu de Finégalité analogue à (22) (voir [3], p. 170), nous aurons une 
lim itation à singularités faibles



W ito ld  Pogorzelski, Étude de la continuité des solutions du systèrne, etc. 27

[a" étant fixé dans rintérvalle 1 — ^/M <  p" <; 1. D ’autre part on a une 
lim itation de la difference

(71) Ra) (X , t  ; Y , t) — Ra,) (X ,4; Y , t) | Const
I XY |«+M(i —p/")

à singularité spatiale forte si o <  [a '" < V i. En s’appuyant sur les inégalités 
(70) et (71), on conclut, par le mème procédé que pour la difference (34), 
que la difference (71) vérifie l’inégalité

(72) | Rw ( X , / ; Y , t) - R m ( X , / ; Y , t) | <

aux singularités faibles, où
o <_Kx<.h

Const [wA ( | X — X' | )]**

(t— t)1*1 I XY I” + M (l —V’i)—k+ì>'x

(73) <  f*i <  I •

Les lim itations (52) et (72) donnent pour le second composant de la somme 
(67) l’inégalité

(74) |I<x> ( X , ^ t )  — I<x') ( X >?,T)j

Const Mf exp [£ | XXQ|] [coA(|X — X '|)p .

L ’étude du troisième composant de la somme (67) est tout à fait analo- 
gique et fournit une inégalité de la forme (68).

En rapprochant ces résultats, on aura pour la différence des valeurs 
de la fonction (67) l’inégalité suivante

(75) F ? ( X , i ^ ) - F Ì r ) ( X , b . )

d ’où résililte

(76)

| ° -  V ~Ì exP \P  ! x x 01] K ( |  X -X ' |) p ,(t — t)^

j  [Fw ( X , / , T ) -  (X , t ,  T)] dT

<  M/ exp [b | XX01] [o>A(| X - X '  |)]*v.
t

L ’étude du second composant, IeLk (X , l), de la somme (66) est plus 
facile, l’intégrale étant régulière, en vertu de l’inégalité | XY | >> 1 si Y € E — K. 
En s’appuyant sur les inégalités déjà utilisées, nous obtiendrons

(77) I I(eLk (X , 0 - I(e 2 k  (X , t) I < Const M /f~  P exp [b | X X 01] |> A (| X -X ' j ) p  .

En rapprochant lès résultats obtenus (64), (76), (77), on arrive à ia 
conclusion (62) du théorème 3.
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§ 4. -  PROPRIÉTÉS DU POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE 
RELATIVEMENT AU PARAMÈTRE.

Soit dans Pespace E une surface S à n — 1 dimensions, fermée où infi- 
nie (sans bord) ayant un plan tangent continu en tout point. Si | S (X , R) | 
désigne Taire de la portion de la surface S découpée par une sphère de rayon 
arbitraire R, centrée au point arbitraire X, on admet que

(78) I S (X , R) I <  ecK

c é tan t une constante positive, indépendant de X.
Le potentieL de simple couche (15), répandue sur la surface S, présente 

une régularité de la continuité par rapport au param ètre X exprimée par 
le théorème suivant.

Th ÉORÈME 4. -  Si les coefficients du système (1) vérifient les conditions 
(3), (4)', (5) dans la région (2), si la densité {<pp (Q .,t) } de la couche, définie 
dans la région [ Q c S ; o < t < T ] ,  vérifie les inégalités

(79) 19p (Q , T) I <  Mv exp [b |Q X „|]

(o <  <  i ; Mq, , b >  o) X0 est un point fixé de la surface S, si en outre
toute fonction cpp (Q ,T) est intégrable en toute partie bornée et mesurable 
de la surface S, alors les composants (15) du potentiel de simple couche et 
leurs dérivées d ’ordre m  << M — 1 vérifient dans la région [ X e E , o < K T ]  
les -inégalités suivantes

(80) 1 Dkm) [V ^ (X , *)] — D P  [ V ^  (X , *)] |

SS Const M,, t ** exp [ò | XXG | ] [<aA ( | X — X' | ) f k 

où les, constantes [Lm et sont fixées arbitrairem ent dans les intervalles 

(8 l) ! o <  <  min (h , Mb')

(m =  0 , 1 ,  • • •, M— 2); le coefficient positif const ne dépend pas des fonctions 
<P|3, mais dépend du choix des constantes et

Démonstration. -  En s’appuyant sur les inégalités (22), (40) et (42), on 
constate sans peine que les éléments (8) de la m atrice des solutions du 
système (1) et leurs dérivées d ’ordre m <C M — 1 vérifient les inégalités

(82) I D P  |T $  (X , t \ Y ,  t)] — D P  [T%> (X , /  ; Y , t)] |

<  - Const„ exp [ [wA. (I X — X' I )T*1

ou \ìm est fixé arbitrairem ent dans l’intervalle

(820 m -p i <  [V <  min 1 m +  n
M M
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pour qu’on ait
n +  m  — n — 1 .

Nous en concluons que les différences de composants du potentiel de simple 
couche (15) et leurs dérivées d ’ordre m  M — 1 s’expriment par les inté- 
grales absolument convergentes

(83) d£> [V f  ( X , 0 ] — Dg° [vY> (X , /)] =

2  o r  \T $ (X  , t  ; Q , T) — r$>  ( X , / ; Q ,  t)] (Q , t) dQ dT

o -s P=I
(m =  o , 1, • • - , M — 2) en tout point X e E  (mème sur la surface S) pour 
o < / < T .

Il en résulte, en vertu de la lim itation (82), l’inégalité suivante

(84) I Dx* [V£° (X , t)] —  d£° [V^') (X , *)] I
t

-\h f  dT /Y exp [3 I QXo 1 — /è[XQ |] dQ^  Const M(p [coA (| X— X' |)]
XQ

n+ m  —  M\xn

<  Const M<p exp [b I XXG I] [coA(| X — X' I)]** ff exP [-^ -* * ) I g Q I] dQ.
J J  | XQ

Or, en fixan tla  constante k^> b +  on constate sans peine (voir l’hypo- 
thèse (78)) que la dernière intégrale est bornée si X e E ,  nous arrivons 
done à la conclusion (80) du théorème 4.

ThÉORÈME 5. -  Les mèmes hypothèses étant admises que dans le théorème 
4 et la surface S vérifiant les conditions de Liapounoff, les dérivées d ’ordre 
M— 1 des composants (15) du potentiel de simple couche vérifient les inégalités

(85) | D (x“ - ,)[V<x> (X , ?)] — D(XM“ J) [VY> (X , #)]■ |

, XP S  exP p  1 x x ° 0 [“A Q X -  v  M*<  Const M<p/

en tout poinf X e E  — S ; Px désigne un point de la surface S le plus approché 
du point X , (Ji est un nombre fixé arbitrairem ent dans l’intervalle

1
(85') M < V - <  I-

Demonstration. — Nous appuierons de mème sur l’inégalité (82), en 
posarit ms =  M ■— 1 et en remplagant le nombre fx” par un nombre p. fixé 
arbitrairem ent dans l’intervalle (85').

Supposons d ’abord que | XPx |  >  R0 ou Rc est un nombre positif fixé, 
nous aurons alors

(86) | D(xM-i) [V(a} (X , i) —  D ^ -I> [V^0 (X , /)] I

; Const Xpx |M (i - m.)
J  |XXo| | > A ( | X - X ' j ) f ffexp [— (k-— b) | XQ 1 ] 

I XQ I”- 1
dQ
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la demière intégrale étant bornée si | XP x | >  R0 et k  >» b +  c . 
Dans le cas |XPx | <  R0 écrivons

(87) I DkM_I> [Va} (X , /)] — D f - 1} [V f  > (X , /)] I

<  Const M , t 1~  » ~  e 1 xx° 1[coA( |X -X '|) ]
s

exp [ (k b)\ XQ | ] dQ 
| XQ |»+M (I — )̂ —I ^

et décomposons la dernière intégrale en somme

I (X) =  Iw (X) +  (X)

d ’intégrales étendues: i) à une portion  ̂ de la surface S dont la projection 
orthogonale sur le plan tangent en Px est une sphère à n — i dimensions, 
centrée en Px et de rayon 2 Rc suffisamment petit pour que les conditions de 
Liupounoff soient applicables, 2) à la partie restante S — s. Nous aurons alors

(88) Iw (X) | <
Ro

f ~

toB_ 2 crn~*<ìr
«+M (1 — ili) — i

[r2+ |X P x ,■] w+M (1 —|x) — 1

Ro/l XPX I

<

X

n — 2  a ^P dp
^»+.M(i — fi)— I | XPx |M<I —M̂) J (J p2̂ [»+M(i —|i) — i]/2

où c désigne la borne supérieure de Finverse du cosinus de Fangle entre la 
normale au point Q e s et la normale au point Px , x  est une constante posi­
tive figurant dans les inégalités connues

(89) o < X < I XQ' I -  X

Q' étant la projection du point Q e ^  sur le plan tangent au point Px à la 
surface S. L ’intégrale figurant dans le membre droit de Finégalité (88) est 
évidemment bornée si | X Px | o, en outre il est evident que Fintégrale 
étendue à la portion S — j* est bornée pour | X Px | -< Rc, nous en concluons 
la these (85) du théorème 5.

T ravaux  CITES.

[1 ] J . P e t r o v s k y , Ueber das Cauchy sche Problem fù r ein System linearer partieller Diffe­
rential g l eichungen im Gebiete der nichtanalytischen Funktiónen, «Bull. Univ. Moscou », 
fa s e . 7 (1 9 3 8 ) .

[2] S. ElDELMANN, Sur les solutions fondamentales des systèmes paraboliques (en russe), «Ma-
tem. Sbornik », t. 38 (1956).

[3 ] W. POGORZELSKI, Étude de la matrice des solutions fondamentales du systèrne parabolique
d'équations aux dérivées partielles, « Ricerche di Matern. », Napoli, t. 7 (1958).

[4 ] W .j  POGORZELSKI, Propriétés des solutions du sy stèrne parabolique d'équations aux déri­
vées partielles, « Ma them. Scand. » (1959).

[5] W. POGORZELSKI, Propriétés des intégrales généralisées de Poisson-Weierstrass et pro-
blème de Cauchy pour un sy stèrne parabolique, «Ann. École Norm. Sup.», LXXVI, 
Paris (1959).


