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M eccanica. — Sulla stabilità dell'equilibrio di barre in profilato 
sottile. -  Nota  II.  Caso dello sforzo assiale -  flessione -  torsione di 
Eulero-Prandtl-GreenhilL Nota  (*} del Socio G iu l io  K r a l l .

4. I l  c a so  d e l l o  s fo rz o  a s s i a l e  e c c e n t r ic o .  -  Siano costanti tu tti  
i coefficienti elastici di form a ed in particolare sia Ui? =  =  o. È  M* =  o
ed i m om enti M* , M* sono conseguenti ad eccentricità ex , ez dello sforzo 
assiale costante N sicché, con riguardo alle convenzióni di segno evidenti 
in fig. 2 della N o ta  I,

;M a =  N*, , M x =  — N e,.

Le (19) divengono allora, poiché è inu tile l ’introduzione del param etro  
X di cui gli uffici passano ad N ,

j Bx u W  +  N u" +  kuu-\- Bt Sq9(IV) +  N (zQ —  ez) 9" +  kuzQ<? =  o

1 kww  — B2£09<iv) — N (xQ— ex) f ' — kwx0y =  0

(20) (Q  +  Ss Bx +  4 2 Ba) 9 (IV) —  [C —  N (e. +  ex & +  r»)] 9 " +

M k u  zi + k „ x $  9■+ (IpBr ^  v>— I q B2 u m ) +  N [(*0— e.) u " ~

\ (x0 —  ex) w"] +  kuzQu >— kwxQw =  o.

Per xQ ~  zQ =  o cioè per ;r0 =  x c , zQ =  zc si hanno evidentem ente le 
equazióni della teoria ordinaria dei profili sottili.

Con le posizioni soddisfacenti alle condizioni agli estremi, fissi m a a
snodo e quindi u =  w =  o ; u r =  w" =  o , 9 =  0 , 9 "  =  0 ; A, , A 2 , A3
essendo costanti a priori incognite,

a • WTC a miZ A • / \u =  A, sin —j - y  , w-= A 2s m - j - y  , 9 =  A 3 sm - j -  y } (m =  1 , 2 , . - - , )

si o ttiene l ’equazione (21) di com patib ilità  nel param etro  N.
Q uesta óquazione algebrica di 30 grado in N parla  da sé: esistono tre ca­

richi di E u lero -P ran d tl per assegnate eccentricità ex , ez in corrispondenza 
ad ogni intero m. V a considerato per ogni carico quel valore di m  che lo rende 
m inim o. Se ku =  o , kw — o, questo valore è m =  1. In  particolare esistano 
piani di sim m etria e sia:

1) xQ =  o , zQ =\- o , ex — o , ez =|= o ; xQ =  o , zQ = b o , 

rispettivam ente

2) x Q -J= o , <3-0 =  o , ex =1= o , ez =  o ; x Q -(= o , zQ =  o.

A llora, considerati i carichi di Eulero per m =  1 e di svergolam ento virtuale 
in assenza di ogni accoppiam ento

(*) Presentata nella seduta del io febbraio 1962.
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(22) N, =  —  6 , N 2 =  ^ B 2 n 3 =
C +  ( C ,+  B ,g ; +  Baf f ) - ^

Con r 2o dato alla (15) e Cz =  ECW, posto ancora

P2 =  &z Pi +  ex P2

si hanno le equazioni da cui calcolare i tre carichi critici N z , N 2 , N 3 nei due 
casi specificati, con il rilievo che per N 3 e r * vanno adoperate le espres­
sioni (15) e (22) per x Q =  o, xQ =  o rispettivamente per SQ =  o , zQ — o,

■N'i —  N o —  N (^0— e,)

o N 2 —  N o =  0

Ni l 0 —  N (z0 — ez) o N 3r* —■ N {ri - f  p2)

(23) con p2 =  ez (3, , x c =  o  , -x0 =  o;

ft, —  N o o

0 N 2 —  N — [N2£q— N(n:0— ex)]

o — [ftax0 —  N (x0— ex)] N 3^ —  N(V= +  p2)

=  o

con p2 =  ex (32 , z e =  o , zQ =  o.

Da qui le equazioni più espressive, di cui è ben ovvia la discussione, 

(23 a) (fta —  N) { [NJr0 —  N (*„— ez) f —  (ft, —  N) [ft3 _  N (;- +  p2) ] } =  o ; 

(23 b) (ft, —  N) { [N2 £ 0—  N (*0—  ex) f  —  (ft2 —  N) [ft3 ri —  N (r*o +  p2) ] } =  o.

Per zQ =  z e =  ez rispettivamente x0 -= x c = e x si ritrovano i carichi 
critici della teoria ordinaria

Nx =  Nj , N2 =  N2, N3 == ■ No

1 +

rispettivamente

N, =  ftj , N 2 =  f t2 , N 3
1 + &X P2

5. I l  c a so  d i E u le ro .  S fo rz o  a s s i a l e  N a p p l ic a to  n e l  b a r ic e n t r o .  
R a f f r o n t o  co n  l e  f o rm o le  d i  R. K appus [3]. -  Con le notazioni (22) che 
scriviamo in forma leggermente variata, introducendo una espressione ridotta
n 3* di ^3»
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essendo, al solito,

r 2 =  -4- z2 +  i 2o o 1 o 1 p

si ha l ’equazione in N

INT, —  N o

o —  N(23 c)

J* + Jz

%%o

Jg ~h Jl 
A

•N*Q

—  (N 2£ q—  N*q)

Iq —  N^0 — (N a xQ — N^o) Nj l o2 N 2 x 2 +  (N *— N) >

=  o.

Per il caso della simmetria rispetto ad un asse, poniamo Passe ^ , è 
z c =  o e la (23 c), per =  o, si riduce a

N 2 — N  _ ( f t 2 £ o _ N * 0)

—  ( N 2 x 0 —  N ^ 0) x*o +  ( ft*  —  N )  r \

Per x a =  o cioè per .r, =  .rQ si ha secondo la teoria ordinaria

(23 z)' f t s — N = o ,

(ft3 ~  N) (ft3* -  N) -  N*4 -  =  o .
r°

e da qui un N 2 <  N 2 , N 3 >> N* .
Qui rileviamo che secondo Kappus [3], in luogo della (23 c), prendendo 

norma da una rotazione attorno a G baricentro della sezione, è

(23 *)k N, •— N -  o ,
E R *(~ )

GJt +  ( - 2ECe ■Ni 5

In questa equazione GJT è la nostra C; CK (l’indice K sta qui per evitare am­
biguità, ma in [3] sta scritto C) ed R* sono dati da

CK =  j w 2dF  +  — (̂ j w  d F j  , R* =  j z w d F

w  essendo la cosidetta Einheitsverwòlbung calcolabile secondo (9) di [3]. 
Per il caso del profilo a C, cfr. fig. 5, a), Kappus trova

r ___ sa2 b3 2 +  15 p -F 26 (32 p    sa2 b2 1 +  3 (3
K _  12 (I + 2 I ) 2 ’ * ~  “  3 I +  2 P '

Ora, nel caso nostro, con riguardo a detto profilo a) della fig. 5, si ha, 
designando come in [3], lo spessore ($), a l’altezza (h) dell’anima, b la 
larghezza dell’ala, p =  b/a,

<?c =  b-- 3 P
■6p eG — br ■2 ? —  Xe  =  ec +  eG =  b • 4 P(i + 3 P)

(1 +  2 P)(i +  6‘P)

(! +  6P) =  ] x X c
TU

~T
sa2 b2 1 +  3 p / tu \ 2 
~ 3  I +  2p \T )

c . =  ECa, C . =
sa2 b3 

12
2 +  3 p
i + 6 p

T a _ sa* b3 1 I +  3 p \2 16 p
‘ 12 \ 1 +  2 p / i +  6 p "
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Per completezza, con riguardo ai profili B) e c) della fig. 5, si ha, con p =  b/a , 
per e& , ec, x c e per la warping constant Cw

sb3 a2 2 -j- P
=  eC =  Y =  o r

12 I +  2 p

e, con Pj =  bj-la , p2 == £2/<z solo e soltanto per le c) che seguono,

0 : I +  2 px =  <2- E r
2 I -j- Pi 4" 2̂ ' ~ P? +  P2

Si constata agevolmente da quanto sopra che risulta

ER# =  ILJxXc , Ck =:: -j- ]  x X̂

Pertanto la (23 c)K di Kappus si scrive 

S 2 —  N f ta*,
(23 O'k

12

N 2arc

— . 6 _ _

f?* r* +  ^ ■ N*;

—t
r  t «— 1s* -c

fi. .
- À -  /)■

G
«a -C,G é

* T ~
-G

*•

■b^b-
h ^ c - 4

«
Fig. 5.

—b 2——f-

c)

Per la rotazione attorno al baricentro G, si ha dalla ns. (23 c)', ponendo 
xQ =  o e quindi xQ = — x c ,

N 2 — N .. N ,* ,

N 2 x c N* r* +  N 2 ^  — NV*

cioè la (23 r)k c.d.d.

(23 Ok =  o .

6. Instabilità AL momento torcente. -  Consideriamo la circostanza 
particolarmente semplice in cui è

M *  =  M *  =  0  , N  =  0  , M ,  =|= o .

Siano nulli tutti i k. È il caso dell’asta soggetta a sola torsione.
Le (19) si riducono, inutile essendo in tal caso il moltiplicatore A, a

B, uF* +  Mi («/" — *0 9"') +  B, S0 9™ =  o ,

(24)
B2 — M, («"' +  9"') — B J C o r fr  =  o ,

(B .fr + B .fr + C ,^ —C9"+I0B ^ iv—£0Bâ IV +  M ,(i0 *'"+20«/") —
—  Mt ( x 0z0— s0 £0) 9 '" =  o.

2 . —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXIII, fase. 1- 2.
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Le condizioni agli estremi sieno, con riguardo alle (19 a), u =  w  =  o , 
Bx u*" -f- M /W* =  o , w  =  o con che, per x0 =  o, Bx u" =  o; infine, 9 = 0 ,  
9" — o. Si hanno dunque estremi fissi con incastro rispetto a w, snodo ri­
spetto ad u.

Ammettiamo dunque che sia x Q =  ;r0 =  o , ! 0 =|= o. Alle (24), con le con­
siderate condizioni agli estremi, si soddisfa allora ponendo

(25) u =  A Js in ^ j- y  , w  =  A 2  ̂1 — cos —  j/j , 9 =  A 3 s in -J- y

con A x , A 2 , A 3 costanti a priori incognite.
Risulta, con tale posizione, un sistema di tre equazioni algebriche lineari 

omogenee nelle A x , A 2 , A 3 di cui l ’equazione di compatibilità si scrive, po­
nendo compendiosamente

(26) r=.(cI +  B ,% ).(-y )a +  c

(27)

4A —M ,~

M t 2 7T
T - 4 ^ M t z0

B J C — M t K  — r

Da questa, se ha fattore di M, nella 2a riga di (27) ci fosse za in luogo 
di zQ o se la ^  mancasse dappertutto, (cfr. osservazione dopo le ( 18), 
(180)), si avrebbe con qualche trasformazione,

(28) ^  . |/b 7 b ~2

rispettivamente, togliendo la ^  nei termini con M*, e per zQ =  o, cioè 
z0 =  Zc nei termimi con Bx , B2 ,

(29) M, 2 7T

=  ~ T
Bj B2

1 +
2 1ZZC

T~
Bi
r

Si rileva dalla (28) il fatto, sulle prime non immediato, già noto secondo 
Greenhill, che alla stabilità al momento torcente non concorre la torsiorigi- 
dezza. La formola di Greenhill per un profilo, per cui Bx =  B2, snodato agli 
estremi, si scrive in rigore

(30) M,(<r =  ^ B

ed a questa riconduce anche la (28) che è riferita però alVincastro (rispetto 
a w).\ Sicché, attraverso l ’impostazione qui considerata, che vorrebbe costi­
tuire1 un ulteriore perfezionamento della teoria dei profili sottili, per il caso 
del solo momento torcente M* e nelle condizioni considerate, si trova sempli­
cemente l ’M/>tfr di Greenhill valido per i profili in cui il centro del taglio si 
può ignorare. Togliendo invece la ^ n e i  termini con M* si ottiene, per zQ =  z g,
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un M;tCr secondo la (29) ridotto rispetto al valore dato dalla (28) e dalla
(30) di Greenhill in particolare.

7. C aso  l im i te  in  cu i n o n  si c o n s id e r a  x c , z e com e n e i p r o f i l i  
ORDINARI. -  Merita scrivere completo il sistema in u ,w  , 9  per il caso di 
N 0 , M* , M 2 ,M / concomitanti. Si ha dalle (19),

/ B x ^ Iv> +  XM/ w'" fi- XN0 w" +  XMr 9 " -  0 

(19') < B2w W  —  XM /u" fi- XN0ze/'-|- XM2 9" =  o

( Ct <p(IV> — (C — XN0r:)9 ,,+  XM1«"+X M 2w " = o ;

con ri secondo le (15) per xQ =  zQ =  0 ,

Le condizioni ai limiti divengono

/ [Bxu" fi- XMtw  fi- XMr 9] §u —  [Bx u" fi- X(N0^'-f- M ^ '-f- M/ze/')] 8u = o  

(19a )  ) [B2w"— XM /^'+X M 29] <W— \B2w'" fi- X(N0ze/-f-M2cp'— M tu')] 8w = o

( C, 9" W +  {(C — XN0r:)9' — 0 ,9 '" — X(MI ^ '+ M 2ze;')}S9 = 0 .

Secondo la fig. 6 la verifica diretta di queste (19 a )  riesce senza difficoltà.
Sia M x =  M 2 =  0 e in x =  o , l  ] u — w  =  o . Le (19)' si riportano allora 

al 20 ordine; si ha precisamente

( Bj u" +  XN0^ -|- XM/ w  =  o 
( l9 ) ( Ba« / '+ X N 0à/ — XM,m'=o.

Tali equazioni (19") sono nel caso specifico, (M I = M 2 =  o), equivalenti 
alle (19') in quanto si verifica che per u =  w  =  o agli estremi risultano soddi­
sfatte automàticamente le (19 a).

Se Bj =  B2 =  B, posto X =  1, le (19") si identificano con le note equa­
zioni di Greenhill. Per queste si ha in rigore, con un artificio che non riesce 
però per Bx n|= B2, la condizione di stabilità

(31) LBNo +  M? <(tB  (<?=— )•

Da questa, introducendo la nozione di moltiplicatore X dei carichi, quindi 
di N 0 ed M/, si ha l ’equazione quadratica in X

(32) M/X2 +  4 BN0X — a2B2 - o .

La radice inferiore dà il Xcr. Si constata subito che uno sforzo di trazione 
(N0 <  o) aumenta il X,y rispetto alla torsione.

Lasciando aperta la ricerca del \ Cr per le (19'), con le (19 a )  si dànno 
qui soltanto alcune soluzioni particolari.

Si considerino le condizioni u = w  =  o,<p =  o , u  — o ,  w " =  o , 9 '=  o 
in x  =  o , /  corrispondenti allo snodo rispetto a w,  all’incastro rispetto ad
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u e 9 agli estremi. Queste condizioni sono conformi alle (19#'), come si 
constata direttamente.

Si hanno allora, per M 2 =  o ; A x , A 2 , A 3 designando fattori a priori 
incogniti, le soluzioni

(33) « =  A j ( i — cos try) , ze> =  A . sin qy , cp = A 3( i — cos qy) ; (a =  ~  \ ■

Entrando con queste nelle (19'), risulta un sistema lineare omogeneo in 
Ax , A 2 , A 3 di cui la condizione di compatibilità si scrive, convenendo di porre

Da qui si hanno le relazioni, di controllo per la loro evidenza:

a) M, =  0 , N 0 fisso, N 0 r* © , S =  C ,(2 f f  +  C

(35 a) M I><r =  \ Cr M, ^ y(Bl —  N0) © ;

b) M, =  0 , N0 fisso,

(35 V) M,I<r = ò* — N0) ( B ac»— N 0);

è) per 0IIO
£ 0II

(35 c) M(>cr =  'Kcr M, — 1 Bi B3

che è eguale alla (28).

8. C a s o  d e l l e  acr OLTRE IL CAMPO ELASTICO. -  Con riguardo ai pro­
fili sottili ed a quelli ordinari, va rilevato che, se per una distribuzione 
di sforzi N 0 e momenti M* , M 2 , M* si ha una sollecitazione principale mas-
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sima cr0 in una zona sensibile della struttura e A^ è il moltiplicatore 
critico di tale distribuzione, sarà =  Â ? cr0 la massima cr principale 
nella condizione critica di instabilità. Se risulta limite di propor­
zionalità (più o meno coincidente con il limite di elasticità) il A  ̂, che si 
indicherà con Â ? , diventa illusorio. Ma si può sempre calcolare da questo 
un A  ̂ da intendersi come limite inferiore dell’effettivo. Si ha precisamente [5],

(36) >> 11 >>  ̂&

con

(36 a)

oc e p essendo le costanti delle formole di Tetmayer; ad esempio, per l ’acciaio 
di qualità, Aq. 50,

oc =  5891 Kg cm—2 , p =  38,18 Kg cm-  2 , E0 =  2,1 -io 6 Kg cm- 3 .

Per le applicazioni cfr. i complementi di una breve Nota successiva.


