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Chimica. — S u l calcolo degli integrali di interazione elettronica mo
nocentrici e b icentric i^ . N o ta  prelim inare di O r ia n o  S a l v e t t i  e 
A l e s s a n d r o  B e r t o l u z z a , p resen ta ta  r#) dal Socio G. B. B o n i n o .

Questo Centro del C.N.R. è interessato a problem i di s tru ttu ra  e le ttro 
nica di complessi inorganici, che desidera affrontare sulla base del m etodo 
del campo self-consistente. A bbiam o perciò eseguito u n ’indagine bibliografica 
allo scopo di accertare se i vari tipi di integrali che compaiono in questo m e
todo fossero tu t ti  disponibili.

Ci è risu lta to  che, m entre sono s ta ti pubblicati o possono essere richiesti 
a vari centri di ricerca parecchi tipi di integrali relativi ad orbitali s e fi, 
assai meno è noto  sugli integrali fra gli orbitali di tipo d  , / ,  • • • Non ci risu lta, 
inoltre, che siano sta ti p rogram m ati integrali di interazione elettronica con 
funzioni del tipo di S later caratterizzate  da un num ero quantico principale 
n non intero, m entre appare assai plausibile che funzioni di questo tipo si 
prestino ad una conveniente descrizione dei legami in diversi complessi.

Se la funzione d ’onda polielettronica di un sistem a di più particelle 
viene costru ita  a partire  da orbitali atom ici Ga , gz, , ac • • • — con a , b , c in 
d ican ti i centri atom ici -  sia che i calcoli vengano svolti nel più semplice 
m etodo LCAO, sia con procedim enti più elaborati (H artree-F ock , interazioni 
di configurazioni, ecc.), l ’energia e le altre grandezze del sistem a in esame 
risultano espresse m ediante integrali sugli orbitali atom ici di partenza.

Per il calcolo dell’energia, questi integrali si suddividono nei seguenti
tipi:

iQ integrali di sovrapposizione;
2° in tegrali di energia cinetica;
3° in tegrali di a ttrazione nucleare o di energia potenziale; 

integrali di interazione elettronica.
Gli in tegrali di sovrapposizione e quelli di energia cinetica possono essere 

ad uno o a due centri; gli integrali di energia potenziale possono essere ad 
uno, due o a tre centri; infine, quelli di interazione elettronica, ad uno, a due, 
a tre  e a q u a ttro  centri.

Gli in tegrali a tre centri compaiono nelle molecole triatom iche, m entre 
quelli a q u a ttro  nelle molecole più complesse.

Il calcolo di tu t t i  questi tipi di integrali si p resenta come un problem a 
di notevole com plessità.

Come prim o passo abbiam o creduto opportuno affrontare il calcolo di 
tu t t i  i tipi di integrali m onocentrici e bicentrici con orbitali atom ici s , fi , d, (*) (**)

(*) Lavoro eseguito presso il Centro Studi di Chimica applicata del C.N.R. diretto dal 
prof. G. B. Bonino.

(**) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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cercando di saggiare un m etodo di integrazione num erica facilm ente estendi
bile a tu t ti  i rim anenti casi.

Le funzioni atom iche di base scelte sono funzioni complesse del tipo:

(1) <Sn\itm (r , 6 , 9) =  Cn r ^  Y,^ ( 0 , 9 ) =  C* R* Y/|W ( 0 , 9)

con Cn costante di norm alizzazione, n num ero quantico principale, anche non 
intero, l  =  o , 1 , 2 e m  compreso nell’intervallo  — / ,  -f- /.

Le no te funzioni di S later del tipo:

(2) <*«,/,* ( r , 6 , f )  =  C„ e -^r S/>m (0 , <p)

si ottengono im m ediatam ente come combinazioni lineari di quelle (i), essendo: 

S/s0 ( 0 , 9) =  Y/;0

(3)
s l,m (0 } 9) =  (Y/,_[W| +  Y/,M )

S/,-|«|  (0,9)  Y/,|«|).

U na m atrice di trasform azione per passare dagli integrali di funzioni 
di tipo (i) a quelli di tipo (2) -  o viceversa -  è di costruzione im m ediata.

Come già no tato , abbiam o usato  un m etodo di integrazione num erica 
pura, indipendentem ente dalla considerazione che alcuni integrali possono 
essere risolti analiticam ente o ricondotti ad espressioni più semplici [1].

Per dare u n ’idea del m etodo consideriamo, ad esempio, il calcolo di un 
in tegrale di energia cinetica del tipo:

(4)

con

(5)

Essendo

(6)

la (4) diventa:

(7)

i  =  I cr'*( — — V9]CT,*/t

Ga =  Cn R* Y/> ( 0 , 9)
Cn' R^' Y//fW/ (0 ,9 ) •

2 nZ, , n (n— 1) —- / ( / + i ) \ ^  
~ ---- 1 -5 I Ga

R» R n'

Z — Cn Cn1

C

/
Y*>m> Y i ,m sen 0 dQdcp ■

n{n — i ) — / ( / +  i)
2 r •j r 2 d r .

D a ta  l ’ortogonalità dellé Y/jW, si ottiene: 

/ i  =  o per /  ~|= / '

(8)

oppure m  =!- m

* =  C* C„> f  R» R». j - |  +   l̂ l S l± - - Y dr

negli altri casi.
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In tegrando num ericam ente la (8) è opportuno, in generale, un cam bia
m ento di variabile del tipo [2]:

(9)  r  — f ( x )

e la (8) d iventa
k

(10) i  =  C„ C„, 2  R* (ra) R„, (ra) Ma
a = o

con
T'a =: f  (%a)

0 0
n{n — 1) — l (l -f 1)

2 K
r2 H' a AAa

Q ualora il cam biam ento di, variabili in (9) sia m antenuto  costante in una classe di 
integrali, leM a sono le stesse in tu t ta  la classe, per cui il calcolo di ogni integrale 
di tipo (4) si riconduce al calcolo delle funzioni (f) e R w/ (r), in pochi punti.

In tegrando con il m etodo di Gauss o con quello di G auss-Laguerre [2] 
generalm ente bastano o tto  o nove p u n ti per o ttenere questi integrali in un ità  
atom iche con 5 0 6  decimali.

L ’insieme dei valori M a può essere riguardato  come costituente una 
m atrice ad un solo indice. Passando da ll’esempio considerato agli a ltri casi 
in esame, i calcoli possono essere im posta ti nel modo schem aticam ente sopra 
illustrato : le formule finali com prenderanno il calcolo, anziché di due sole 
funzioni (R^ (ra) , R*> (:ra) ad una sola variabile) quello di più funzioni (fino a 
q uattro , in generale di due variabili), m entre al posto della m atrice colonna M a 
si avrà una; super m atrice, fissa per classi di integrali, e com prendente tu tti  
i term ini che sono indipendenti dalle due distribuzioni della carica elettrica.

Per gli in tegrali di energia cinetica e di sovrapposizione i dati da fornire 
al calcolatore sorìo, ne ll’ordine, i seguenti: *

(12) nxm xlx \ x ; ; R

dove R  indica la d istanza internucleare.
Per quelli di energia potenziale, m onocentrici e bicentrici:

(13) nx m x lx \ x

„ l  i/r 1 Ira 0 a b

( /2 ; o o o o ) ( 1 o )
0 0 0 0  ; 4  ?2 ) { o 1

Per quelli di interazione elettronica monocentrici:

; R ,

a a a a

( 14)  4  1̂ » ^2 ^̂ 2 4 4  > ^3 ^̂ 3 4  3̂ ? ^4 ^̂ 4 4  4 .*

Per gli stessi, bicentrici, volendo in trodurre una notazione unica per gli in te
grali coulombiani, ibridi, e per quelli di scambio, abbiam o riten u ta  opportuna 
la seguente:

(15)

a a b

( ; o o o o
flx lx m x Si j 7

( o o o o ; 4  e,2

a b

nz 4  4  5 O O O O
O O O O ;  ^3 w 3 4  3̂

b

7̂4 4 5 4 , R  •
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Le (13) e (15) com prendono in un unico schema i q u a ttro  casi possibili, 
che si o ttengono prendendo o Luna o r  al tra  delle due righe in ciascuna 
parentesi.

Il program m a è sta to  scritto  inizialm ente per il calcolatore IBM 650, 
m a è sta to  quindi trad o tto  per quello IBM 704 (lh

Ringraziam o vivam ente il prof. G. B. Bonino, D ire tto re di questo Centro 
S tudi per lo stimolo e l ’interessam ento m ostrato  alla presente ricerca.
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(1) Questo Centro sarà fra non molto in grado di fornire i valori numerici degli integrali 
ad eventuali Richiedenti.


