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CORRADO Bohm, Macchine a indirizzi, dotate di un numero minimo, ecc. 923

Teoria delle calcolatrici. — Macchine a indirizzi, dotate d i un 
numero minimo d i istruzioni ^ . Nota di C o rra d o  Bòhm, p r e s e n ta ta ^  
dal Socio M. Picone.

La presente Nota si propone di colmare una lacuna oggi percepibile fra la nozione di 
calcolatrice a programma e quella di macchina di Turing [i] <9 . Mentre quest’ultimo concetto 
è stato approfondito da vari autori (vedi Bibliografia di [3]) non ci risulta esistere una nozione 
di macchina consona al modo di operare di molte calcolatrici attuali. La ragione va ricercata 
nella grande complicazione organizzativa degli elaboratori. Van der Poel [2], mosso ini
zialmente da preoccupazioni costruttive, ha fatto qualche proposta sul modo di ridurre tale 
complicazione. Il presente lavoro prende lo spunto da quei suggerimenti per costruire una 
adeguata teoria delle cosidette macchine a indirizzi, che differiscono dalle calcolatrici attual
mente costruite solo nell’ammettere che non vi sia limite superiore alla quantità di informa
zione racchiudibile in una cella di memoria. Il teorema 1 mostra che per qualsiasi funzione 
ricorsiva in una variabile si può scrivere, per una data macchina S2 , dotata di 2 istruzioni, 
un programma che ne permetta il calcolo automatico (per qualsiasi valore dell’argomento).

Il teorema 2 dimostra la medesima tesi per una macchina Si dotata di una sola istru
zione, ed infine il teorema 3 generalizza i precedenti risultati per una qualsiasi funzione ricor
siva in più variabili.

1. -  Macchina a indirizzi, dotata di due istruzioni.

Sia R* (**) l ’insieme —  2 , ■— i , o , 1 , 2 , • • - s} e sia l e  R* l ’insieme
dei num eri na tu ra li e R  =  R* —  {s} quello degli interi relativi. L a funzione 
x  —  y abbi

( 0

(2)

significato ab ituale se x , y  e R

( £ se x  <  0
£ ---X  =  {

( ° se x y > o

j £ se x  =  0
X ---£ — {

0 se x  O

grazie alle quali x — y  risu lta  to ta lm ente  definita anche in R* (2). Sia ora M 
l’insieme {o , 1 , 2 , • • •, m  —  1 , m  , £} (dove m  >  o) che chiameremo anche 
insieme di celle indirizzate. Associamo ad ogni 2 e M una funzione y* (x , y)  con 
argom énti in I e valori in R*, e direm o che y* è il contenuto della cella di indi-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca n. 22 del Comitato 
per la Matematica del C.N.R. per l’anno Acc. 1961-62.

(**) Nella!seduta del 12 giugno 1962.
(1) Vedi «Bibliografia» alla fine della Nota.
(2) Osserviamo che restano valide in R* le identità o — (o — x) =  x x — x o , 

x  — o =3 x  , mentre ad esempio x  — (o — y)  ^  y  — (o — x). Eviteremo perciò in seguito 
la notazione x  +  y.
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rizzo i, o più brevem ente contenuto delV indirizzo i. L ’insieme delle m  -f- 2 
funzioni y* sia parzialm ente definito dal seguente schema ricorrente S2 :

(3) yB(x ,ó)  =  x  , j i  (x , o) =  pi (i =|= o) , pz =  1

(dove le com ponenti pi del vetto re P =  (px , p 2 , • • •, pm) saranno chiam ate 
istruzioni e sono arb itra ri elem enti di R*, m entre il vettore P sarà chiam ato 
programma).

Valgano ora simultaneamente le ipotesi (4), (5), (6):

(4) pi ( x , y) definite

e, posti
Te ( x , y ) £5«II 60II'S'

(5) a  € M

( 0 S e M  .

A llora le y* ( x , y  +  1) sono definite dalle (7) (8) (9):

(7) To( * , y +  0  =  Ts O , y  +  0  =  Y6  O  >y)  —  To( x , y)

valendo inoltre nel caso in cui 8 =|= s

(8) Y e ( x , y  +  1) =  le ( x , y )  —  (—  1)

ed in ogni caso per /  =\= o , s , 8

(9) V  (x , y  +  1) == V  (X , y ) .

Se le ipotesi (4) (5) (6) non sussistono sim ultaneam ente allora nessuna delle 
y 1) è definita.

Ciò premesso ci proponiam o di dim ostrare il seguente 
TEOREMA i. — Per ogni funzione ricorsiva in una variabile f i x )  esistono 

un insieme M / ed un corrispondente vettore P / (vuoto se m — o) tali che, defi
nendo mediante essi e mediante lo schema S2 le funzioni y ,• (x , y) valga

(ro) =
dove si è posto

(11) <l>(x,t) =  Ye (x , t) 6|rM /

e dove \xt {• • •} si legge: il  minimo t  >  o tale che • • •.
Le funzioni ricorsive (in più variabili) formano come è noto  (Tesi di 

Churdh, vedi Kleene [4]) la più generale fam iglia delle funzioni di cui si possa 
dare una definizione costru ttiva . L ’interesse del teorem a risiede sop ra tu tto  nel 
significato che esso assume se lo schema S2 viene in te rp re ta to  come la defini
zione di una m acchina calcolatrice a s tra tta  cui darem o il nom e di macchina 
a indirizzi con due tipi di istruzioni elementari o più brevem ente macchina a 
indirizzi dotata d i due istruzioni (3h Per facilitare questa interpretazione di-

(3) Adoperando il comune linguaggio di programmazione la prima istruzione è la sot
trazione cumulata da un trasferimento, mentre la seconda è un salto incondizionato (caso i 
cui S — s).
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remo che alla cella di indirizzo zero corrisponde un registro accumulatore ed alla 
cella di indirizzo s un registro di controllo o governo. Se interpretiam o la varia
bile y  come variabile tem porale allora il vettore y* ( x  > y )  di m  + 2 com ponenti 
può essere in te rp re ta to  come la configurazione della m acchina a ll’istan te  y\ 
il vettore y, (x , o) d iventa allora la configurazione iniziale, m entre una confi
gurazione y, (x , y) per cui non è definita una successiva d iventa una configu
razione finale (la m acchina è ferm a). Il funzionam ento della m acchina consiste 
nel passaggio da una configurazione alla successiva.

Il Teorem a i assum e il seguente significato:
Per ogni funzione ricorsiva f  (x) esiste un program m a P / per la m acchina 

a indirizzi S2 tale che se l ’accum ulatore contiene x  inizialm ente, nella configu
razione finale esso contiene f  (x). L a m acchina si ferma la prim a volta che il 
registro di controllo contiene un indirizzo non esistente. In breve: Se la fu n 
zione f  (x) è calcolabile esiste un programma per calcolarla mediante la macchina 
S2; cioè la S2 è universale (se ci si lim ita  a funzioni ad una variabile). In  realtà  
la m acchina S2 è universale senza restrizioni, come sarà m ostrato  più avan ti 
(Teorem a 3).

L a dim ostrazione del teorem a 1 si semplifica se si u tilizza come defini
zione di funzione ricorsiva un risu lta to  di J. Robinson [5] che riportiam o qui 
di seguito: ogni funzione ricorsiva in una variabile può essere o tten u ta  a p a r
tire da due funzioni base 1 e ,K  applicando ripetu tam ente  una fra le fòrmule

F  (x) =  A  (x) +  B (*) , F  (*) =  B (A  (*)) , F  (x) =  [it {B (*) =  x} -  B - 1 (*)

allo scopo di costruire una nuova funzione da funzioni già o ttenu te  A  e B.
L a terza form ula è u sa ta  solo se B assume tu t t i  i valori. Le funzioni 1 

e K sono così definite.

1 (x) =  1 , K  (x) — x  —  T  ([x t {T (f) —  x  y> 0} —  1)

dove

T ( * ) = - * 0 +  i) .

In  a ltre  parole il teorem a 1 è d im ostrato  se si possono fornire due vettori P x 
e P K ed inolire, ammessa l ’esistenza dei vettori PA e PB si può m ostrare come 
si costruiscono a partire  da essi i vetto ri Pa+b , Pb(A) Pb-1  corrispondenti 
alla somma, composizione delle due funzioni e alla inversione di una di esse.

P rem ettiam o alla dim ostrazione il seguente
Lemma I .  -  Se il teorema 1 è valido, se ye (x,y)  =  m  +  1 e se p z =  1 +  h con 

h >  o allóra la sostituzione d i i  —- (o —- K) al posto d i i per i =|= o lascia mal- 
iterata la validità del teorema. In  altre parole: Nelle ipotesi accennate i programm 
per la S2 sono invarianti per traslazione. In fa tti zero ed £ restano inaltera ti, a 
viene sostitu ito  da et! =  a-— (o —  h). Per verificare che anche § viene sosti
tu ito  da S —f-(o —  h) basta  no tare  l ’iden tità  in R*

u  —  (o ■— (a  •— (o ■— h)f) >  — ( u - ( o -— a)) —  (o •— k) (h >  o)

da utilizzare per u  =  ya/ (x , y).
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In conseguenza di quanto  precede le (5) (6) rim angono soddisfatte dopo la 
sostituzione se lo erano prim a ed i valori di y0 , ye , y, definiti dalle (7) (8) (9), 
rim angono inaltera ti: infine l’ipotesi ys (x , y) =  m  +  1 garantisce che y
rim anga inaltera to . Il lem m a è perciò dim ostrato.

Nel seguito ogni vetto re  sarà indicato giustapponendo le sue istruzioni 
nel dovuto ordine. Il vetto re P F PG è il vetto re che si o ttiene concatendando 
le istruzioni di P F con quelle di PG. Per evitare confusioni ogni istruzione sarà 
preceduta dal suo segno ( +  o — ) e per ragioni di uniform ità scriveremo —  o 
al posto di o e +  o al posto di s. Il num ero di istruzioni di Pa , Pb , • • - , sarà 
indicato con ma , m B .

I num eri o lettere scritte  al disotto  delle istruzioni sono da ignorare fino 
a nuovo avviso. I seguenti risu lta ti forniscono la dim ostrazione del teorem a 1.

(12) P x =  — 1 + 3  + 2  — 3 — o

(13) P K=  —  o —  0
—  x  e( x , t )  

t

-2 — 3 — 2 + 0  + 1 4  + 3  + 2  — 8 — o — o — 1 — 1
o — 2 a + 2  o e( x , t )  — e( x , t )  o — i

— 14 — 14 —  o + 4
/ + 1  e ( x , t + 1) - e  e — e

-I4 + 0  --- 21  22   19 — 4
14 a  — 14 

—  14

-2Ó ---27 + 3  + 2   20 — O
o o — e(x, f )  e ( x , t )

(14) Pb<a) =  Pa Pb
A(*) B(A(*))

0  5) Pa+b s= — o — o PA (3 +  mB) ■ (2 +  mB) (— 3 — mA) Pb — o
— * * o * B(*) — B(x)

(— 6 mA— mB) (— 7 — mA — mB) (— 7— mK— mB) (— 8̂— mA~ m B)
O o

—  4 +  3  ( —  I !  - * b )  — 8  — o
o A (x) — B (x)—A (x) A (^)+B (x)

( l 6) PB— 1 =  — 0 (26 +  mB) (2$ - j -m B) (32 -f mB) + 0  (17 +  mB) — o
--x O  2 a + 2

— i — i (25 +  mB) PB — o — o — i (— 1 3 — mB) —4 — o
o -—X y + 1  B (j/+ i) — B( y+ i )  o — * x — B 0 /+ !)

i ( 13 m B) — 8 + 4
o 8 — B(,J/+l) — 8 8 — (— B — 8)

-IO ---II (— 1 7 — ^ 3 )
o X7 +»«B

“f- o ( 24 m B) (—  2 5 — m B) -f- 8 — o -f- 6 5 (—  26 — >^b)
a—17_  mB 0 / / o 8

— 17 —  m-Q

8 + 2  +  i ■— 1 ■2 + 3  + 2 —  12 — o ,
—t —7

Commento alle form ule precedenti.

Al disotto  di pi non è scritto  n ien te se non esiste u  tale che y (x  , u) =  i 
oppure se tale u  esiste m a il valore y Q ( x , u  + 1 )  non interessa. Se al disotto
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di p  è scritto  un num ero (o form ula) esso rappresenta il valore di y0 (x , u  +  1) 
dove u  soddisfa ye( x , u ) — i.  Se al disotto  di pi sono scritti due num eri 
(o formule), in colonna, il prim o di essi ha il medesimo significato di cui 
sopra, m entre il secondo ha quello di yc (x , u 1) dove u  >  u .

Formula (12). — Si verifica facilm ente che in questo caso y8 (oc , y)  =  1 -\~y ; 
y  ~  5 » O <  8 (x , y )  <  5 per y  <  5 e ys (x , 4) =  p s ; si ha poi § (x , 4) =  5 ,
Ts (x  . 5 ) =  Yo (x , 5) =  o —  To (x , 4) =  o —  (— 1) =  1 c. d. d.

Formula (13). -  Si osservi che

ye (x , y) =  I +  y  per y  <  4 , y8 (x  , 5) =  5 , S (x , 5) =  £

m entre ye (oc , 6) =  5 ■—  y0 , 5) =  5 ■— ( ■— 2) — 7 . In  generale ogni volta
sia S (x , u) — z & da aspettarsi un  salto nella successione dei valori di y8 (x , y)  .

Ciò si esprime dicendo che s è un  istruzione di salto.
L a funzione e ( x , o) =  x, e (x , t -f- 1) =  e (x , t) —  (t +  1) viene costru ita 

per valori successivi di t  fino al valore t =  [Lt {e (x , t +  i ) < o } .  È  facile 
vedere dalla definizione di K che risu lta  e (x , ì) — K (x). Per la com pren
sione della (13) è essenziale no tare  che y22 (x , u) — £ finché t  < (t m entre 
d iventa y22 (x , u) =  o nel caso t  =  t.

In altre parole la y22 è u n ’istruzione di salto condizionato da t  < it. L ’ese
cuzione del salto causa la ripetizione delle istruzioni y8 -- y22 che provvedono 
in sostanza a ll’increm ento di 1 di t ed alla verifica che o —  e (x , t  -fi 1) >  o. 
Nella configurazione finale è ancora y 22( x , y )  =  e.

Formula (14). — La valid ità della form ula è una d ire tta  conseguenza del 
Lem m a I.

Formula (15)- -  Nessuna difficoltà offre la verifica della valid ità di que
sta  form ula. L ’inserzione dei program m i Pa e Pb è lecita come conseguenza 
del Lem m a I.

Formula (16). — L ’inserzione di Pb all’interno di una successione di istru- 
zioni y^ — y2i4+^B che vengono ripetu te  t +  1 volte (t  >  o) ha influenzato 
la costruzioné dei program m i delle formule (12) 4- (16) nel senso della itera- 
bilità. U n  program m a P / che soddisfa il teorem a 1 si dice iterabile se indi
cando con Py il vettore yx (oc y y) y 2 (x , y)  • • • y mf (x , y)  anche il program m a P' 
soddisfa il teorem a 1. Ora è facile controllare che P x-, P K sono iterabili e che se 
Pa 5 P b sono iterabili PA+B , P fi(A), PB_ X pure lo sono.

L a p roprie tà  di iterabilità non è la sola trasm ettib ile dai program m i delle 
formule (12) 4- (16) ad ogni program m a costruibile da esse.

A ltre  proprie tà , essenziali per la presente dim ostrazione del teorem a 1 
sono le seguenti:

I) Nei program m i delle formule (12) —(16) il verificarsi della condizione 
(5) im plica fi verificarsi della (6).

II) Npi m edesim i program m i ye (x , y)  =  m  +  1 (questa proprietà è 
indispensabile per l ’applicabilità  del Lem m a I).

I l i )  Nei medesimi program m i (x , y) =  y0 (x , y) e se y  >  o 
y8 (x , y  —  1) =  m.
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(Questa proprie tà di norm alizzazione ha semplificato la costruzione di 
Pa+ b  ̂ vedi specialm ente l ’effetto dell’istruzione f> V

2. -  Macchina a indirizzi, dotata di una istruzione.

Introduciam o ora uno schema ricorrente o m acchina Sx,. in certo sen
so più semplice della S2. L ’insieme delle celle indirizzate sia l’insieme 

— { — n , —  n +  1 , • • —  1 , o , i - ' - m , s } , w > o , ^ > i .  Le n +  m  -fi- 2 
funzioni y. (x , 2) (i contenuti delle celle) siano parzialm ente definite dallo 
schema Sx seguente:

(17) , o ) =  x  , y. (x , 6 ) — (i =i= °) A_* =  °  , p e =  i .

V algano ora sim ultaneam ente le ipotesi

(18) y. ( x , z) definite 

e, posti

P =  z-— ( n —  — 1)] —  1) dove \a\b\ è la parte  in tera di a/b

r, - - Y, >  ■ ~0

(19) ye (oc , ( n — ' i ) - \ z j ( n — 1)]) g M w

(20) 7] eMW.

A llora le y f ix ,z~\~  1) sono definite dalle

(21) Y-» (x , z  +  1) =  Yr, (x , z  +  1) =  Yn (x , z) — y_„ (x , z)

(22) Y /O  , z  +  1) =  , z) l=\= —  n,T).

f5e le (18) (19) (20) non valgono simultaneamente nessuna delle y - ( x  , z  -f- i) 
è definita.

Vale ora il seguente:
TEOREMA 2. -  Per ogni funzione ricorsiva in una variabile f  (fi) esistono 

un insieme M/5Ó) ed un corrispondente vettore P / tali che, definendo mediante 
essi e mediante lo schema Sz le funzion i y. (x , z) valga

(23) f  (fi) — To (% > (% yl)} dove si è posto

(24) ^ (X , t )  =  ye (x , 5 s • [tj$ 5]) e |; M)s6) •

L a dim ostrazione avviene scegliendo il vettore P / nel seguente modo: 
d) le istruzioni con indirizzo positivo sono identiche a quelle che si 

sarebbero o ttenu te  dalla dim ostrazione del teorem a 1;
b) le istruzioni con indirizzo da — 55 a — 1 sono ordinatamente le 

seguenti:
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J = — 5 5 — 5 4 —53 —52 •—5 i —So —49 —48 — 4 7 —46 -45 —■44 —-« —42 —41 —40 — 3 9
pj = — 4 — 4 — 3 — 3  “ -4 4  ■— 4 4 + 0 —4 — 4 4 — 32 — 3 2  - -0 —-3 — 3 2  -— 4 4  •—44 ---1

0 0 © a 0 — a 0 Ya °--Ya Ya 0

J = -  38 —37 —36 —35 —34 —33 —32 --31 -—30 -29 —28 —27 —26 —25 —24 —23 —22
pj = — 1 — 4 — 3 2 — 4 4 — 4 — 4 ---O -—-1 »— 4  ~ -32 - -32 •—0 — 4 — 3 2  -—O —-0 —■32

0 0—a 0 0—5 0 Y5 0—Y5 Y& 0 Yo Y5—Yo> 0—(Yò—Yo) O 0 — (Y5 — Yo)

j = — 21 — 20 — 19 —18 -—17 -- 1 6 - i 5 — 14 —13 —-12 —]ci —IO — 9 —8 - 7 —6 — 5 — 4
pj = — 0 — 4 — 4 — 5  + 0  -- 3  -- 3 , - - 4 4 — 4  - ~ i —-1 -— 4 4 — 3 '---1 --- 1

— 4 4 ---1 ---O
Y 6— Yo 0 — 1 a - - ( - 1 ) 0 0 — 5 5 0 0—5 5 0 0 — 5 5

j  = — 3 —2 —I
Pj  ==— o — 32 — o

o o—(Y5~Yo) Yò"Yo

Queste 55 istruzioni costituiscono un program m a iterabile privo di salti, 
salvo che l’istruzione seguente a quella di indirizzo •— 1 si trova all’indirizzo 
— 55, e dove la cella di indirizzo — 56 ha il ruolo di accum ulatore. La c a ra tte 
ristica essenziale di questo program m a consiste nel fa tto  che il vettore 

(x ,y)  (i =  1 ,2  , • • • mj)  (costruito dalla m acchina S2) ed il vettore y. (x , 55 y)  
(costruito dalla m acchina Sj) sono identici e definiti per gli stessi valori di y.

In  a ltre  parole: la macchina S* simula la macchina S2 nel rapporto 55 a i .  
Si può verificare facilm ente l ’assunto osservando i num eri o le formule scritte  
sotto  ad ogni p j ( j  =  —  55, • • • —  1), che rappresentano il contenuto dell’ac
cum ulatore _y__s6 (x , z) (dove z è tale che (3 (z) = / ) .

3. -  Funzioni ricorsive in più variabili.

È noto  [5] il m etodo di C antor per associare ad ogni coppia di num eri 
x  , y  un num ero in tero  z  m ediante la funzione

J (* . y)  =  y  (x +  y) (x +  y  +  i) +  x  =  T  (x +  y) +  x  .

Si ha l ’iden tità  z =  J (K (z) , L  (z)) dove K (x) è la funzione già in tro d o tta  
e m entre

L (x) — [lu { T  (u) =  x  — K (x) } — K (x) .

Associando ad ogni ^ -p la  x  , a:2 , • • •, x n la funzione

z (x , X2 , * Xfl) J (J (* ’ • (J (x , X2) , x 3) • • • Xn — P) , Xfl)

osserviamo che ogni funzione f n (x , a;2 , • • •, x n) può scriversi come una fun
zione 9» nella sola variabile z:

fn ( K " " 1 {*) > L  (K* - 2 (g)) , L  ( K " - 3 (*)) , • • ., L  (K  (0)) , L  (*)) =  9 , (*).

Ne consegue che se esiste un program m a per trasform are prelim inarm ente 
una ?z-pla di num eri x  , a:2 , • • • ' x n in un  num ero z =  Jn (x , x 2, • • • x„) i teo
rem i 1 e 2 si possono estendere al caso di più variabili. Vale ora il seguente

59- — RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 6.
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LEMMA II. — Si consideri la m acchina S2. Il seguente program m a C (u)
di 26 istruzioni., non iterabile, ha le proprietà:

p 9  = «  ,  Ye 0 ,  y )  -=  27 ,  Y o  (x > y ) =  J ( * > U ) .

—0 + 7 -------O —0 — 1 —2 —- i  + 0 - \ - u  + 13  + 12
----X w y— w 0 O - -2 (a+2) 0

—9 —9 — 0 — 1 -------1 —  14 — 4 — 0 — 1
y — w G (zu,y+i) 0 — I y-j-1— w e 0

0

-------I O +0 -------O -------x -2 4 — 22
+  13 a— 13  

— 13

0 X J (X,u)'

Il lem m a può venire accertato  col solito m etodo di verifica.
Si è posto w  =  u  +  x, G (w , o) =  o, G (w , y  +  1) =  G (w , y)  —  (y  — w)  

da cui J (x , u) =  G (w , \yy {y  +  1 << w  } ) +  x .
Vale ora il seguente
TEOREMA 3. -  Ogni funzione ricorsiva f n (x , a:2 , • • • x n) in n variabili può 

essere calcolata dalla macchina S2 (e quindi anche dalla Sx).
Dimostrazione. -  Si costruisce il program m a dove <pn (z) è la funzione 

ricorsiva, in una variabile, precedentem ente definita. Il program m a ~P/n è 
allora così form ato:

p /„ =  c  (xx) c  (x3) ■ ■ ■ C (x„) P,Pn.
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