ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

CORRADO BOHM

Macchine a indirizzi, dotate di un numero minimo

di istruzioni

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 32 (1962), n.6, p.
923-930.

Accademia Nazionale dei Lincei

jhttp://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1962_8_32_6_923_0,,

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non & consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1962_8_32_6_923_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1962.
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Teoria delle calcolatrici. — Macchine a indirizzi, dotate di un
numero minimo di istruzioni ©. Nota di CORRADO B6HM, presentata "
dal Socio M. Picone.

La presente Nota si propone di colmare una lacuna oggi percepibile fra la nozione di
calcolatrice a programma e quella di macchina di Turing [1] ). Mentre quest’ultimo concetto
& stato approfondito da vari autori (vedi Bibliografia di [3]) non ci risulta esistere una nozione
di macchina consona al modo di operare di molte calcolatrici attuali. La ragione va ricercata
nella grande complicazione organizzativa degli elaboratori. Van der Poel [2], mosso ini-
zialmente da preoccupazioni costruttive, ha fatto qualche proposta sul modo di ridurre tale
complicazione. Il presente lavoro prende lo spunto da quei suggerimenti per costruire una
adeguata teoria delle cosidette macchine a indirizzi, che differiscono dalle calcolatrici attual-
mente costruite solo nell’ammettere che non vi sia limite superiore alla quantitd di informa-
zione racchiudibile in una cella di memoria. Il teorema I mostra che per qualsiasi funzione
ricorsiva in una variabile si pud scrivere, per una data macchina S,, dotata di 2 istruzioni,
un programma che ne permetta il calcolo automatico (per qualsiasi valore dell’argomento).

I] teorema 2 dimostra la medesima tesi per una macchina S: dotata di una sola istru-
zione, ed infine il teorema 3 generalizza i precedenti risultati per una qualsiasi funzione ricor-
siva in pill variabili.

I. — MACCHINA A INDIRIZZI, DOTATA DI DUE ISTRUZIONI.

Sia R* l'insieme {---,—2,—1,0,1,2,---€} e sia ICR* l'insieme
dei numeri naturali e R =R*— {e} quello degli interi relativi. La funzione
x —y abbia il significato abituale se x,y R e valgano inoltre le definizioni

€ se x<O

(1) E—x =
. O s€& x>0 0 x=E¢

() e se x¥x =20
2 X —E&=

O se x:]:o

grazie alle quali x — y risulta totalmente definita anche in R* @. Sia ora M
I'insieme {0, 1,2,---,m—1,m, ¢} (dove m > 0) che chiameremo anche
insieme di celle indirizzate. Associamo ad ogni 7 € M una funzione y; (x , ¥) con
argomenti in T e valori in R¥*, e diremo che v; ¢ il contenuto della cella di indi-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del gruppo di ricerca n. 22 del Comitato
per la Matematica del C.N.R. per I’anno Acc. 1961-62.

(¥*) Nella seduta del 12 giugno 1962.

(1) Vedi « Bibliografia » alla fine della Nota.

(2) Osserviamo che restano valide in R¥* le identita o—(0—x) =%, x—z =0,
z—o0 =z, mentre ad esempio # — (0—y) 2=y — (0—z). Eviteremo percid in seguito
la notazione x -+ y.
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rizzo ¢, o pilt brevemente contenuto dell’indirizzo i. L'insieme delle » + 2
funzioni y; sia parzialmente definito dal seguente schema ricorrente S,:

(3) Yo(x’o):x!Yi(x’o):ﬁi@:’:O)!?s:I
(dove le componenti p; del vettore P = (p,,p,,--, p») saranno chiamate
istruzioni e sono arbitrari elementi di R*, mentre il vettore P sara chiamato
programma).
Valgano ora simultaneamente le ipotesi (4), (5), (6):
4) pi(x,y)  definite
e, posti
Ye(x,y>=“ ) Ya<x,j/)—<0—06>=8
) ceM
(6) deM.
Allora le y; (x,y 4+ 1) sono definite dalle (7) (8) (9):
) Yo,y + D =v(x,y+ 1)="7(x,)—Y(x,)
valendo inoltre nel caso in cui d-=¢
®) Ye@, ¥y + D =Y (x,9)—(—1)
ed in ogni caso per /==0,¢,d
©) Y@,y + 1) =1x,).

Se le ipotesi (4) (5) (6) non sussistono simultaneamente allora nessuna delle
vi(x,y 4+ 1) & definita.

Cido premesso ci proponiamo di dimostrare il seguente

TEOREMA 1. — Per ogni funzione ricorsiva in una variabile f(x) esistono
un insieme My ed un corrispondente vettore Py (vuoto se m = 0) tali che, defi-
nendo mediante esst e mediante lo schema S, le funzioni v; (x ,y) valga

(10) F@) = (x, p{b(x,2})

dove si é posto
(11) U(x,8) =v.(x,2) My

e dove pt {---} si legge: il minimo t > 0 tale che- - -.

Le funzioni ricorsive (in pitt variabili) formano come & noto (Tesi di
Church, vedi Kleene [4]) la pitt generale famiglia delle funzioni di cui si possa
dare una definizione costruttiva. L’interesse del teorema risiede sopratutto nel

~significato che esso assume se lo schema S, viene interpretato come la defini-
zione di una macchina calcolatrice astratta cui daremo il nome di macchina
@ indirized con due tipi di istruzioni elemeniari o pili brevemente macchina a
indirizel dotata di due istruzioni ®. Per facilitare questa interpretazione di-

(3) Adoperando il comune linguaggio di programmazione la prima istruzione & la soz-

trazione cumulata da un trasferimento, mentre la seconda & un salio incondizionato (caso i
cui § = ¢).
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remo che alla cella di indirizzo zero corrisponde un regéstro accumulatore ed alla
cella di indirizzo € un registro di controllo o governo. Se interpretiamo la varia-
bile ¥ come variabile temporale allora il vettore v; (x, ¥) di 7 + 2 componenti
pud essere interpretato come la configurazione della macchina all’istante y;
il vettore y; (x, 0) diventa allora la configurazione iniziale, mentre una confi-
gurazione y; (x,y) per cui non ¢ definita una successiva diventa una configu-
razione finale (la macchina & ferma). Il funzionamento della macchina consiste
nel passaggio da una configurazione alla successiva.

Il Teorema 1 assume il seguente significato:

Per ogni funzione ricorsiva f (x) esiste un programma P, per la macchina
a indirizzi S, tale che se ’accumulatore contiene x inizialmente, nella configu-
razione finale esso contiene f (x). La macchina si ferma la prima volta che il
registro di controllo contiene un indirizzo non esistente. In breve: Se la fun-
zione f (x) é calcolabile esiste un programma per calcolaria mediante la macchina
S,; cioé la S, & untversale (se ci si limita a funzioni ad una variabile). In realta
la macchina S, ¢ universale senza restrizioni, come sara mostrato pitt avanti -
(Teorema 3).

La dimostrazione del teorema 1 si semplifica se si utilizza come defini-
zione di funzione ricorsiva un risultato di J. Robinson [5] che riportiamo qui
di seguito: ogni funzione ricorsiva in una variabile puo essere ottenuta a par-
tire da due funzioni base 1 e K applicando ripetutamente una fra le formule

F(x) =A()+B@,F@=BA @), F@=w{B@=x=B"()

allo scopo di costruire una nuova funzione da funzioni gia ottenute A e B.
La terza formula ¢ usata solo se B assume tutti i valori. Le funzioni 1
e K sono cosi definite.

1(x)=1 , K@)=2—T@t{T@—x>0}—1)
dove

T()=—2(+1).

In altre parole il teorema 1 & dimostrato se si possono fornire due vettori Py
e Pk ed inoltre, ammessa Desistenza dei vettori P, e Pg si pud mostrare come
si costruiscono a partire da essi i vettori Psyp’, Pp@) Ps—* corrispondenti
alla somma, composizione delle due funzioni e alla fmwversiome di una di esse.

Premettiamo alla dimostrazione il seguente

LEMMA 1. - Se 7/ teorema 1 ¢ valido, se Y. (x,y)=m 1 ¢ se po=1-+1% con
% > o alléra la sostituzione di i — (0 — /) al posto di i per i ==o0 lascia inal-
iterata la validita del teorema. In altre parole: Nelle ipotesi accennate i programm
per la S, sono invarianti per traslazione. Infatti zero ed € restano inalterati, o
viene sostituito da o« = «— (0o —4/%). Per verificare che anche § viene sosti-
tuito da § — (0 — %) basta notare I'identitd in R*

w—(o—(a—(0—A) ==(@u—(O—a)—(©—5r (k>0

da utilizzare per # = vy (x, ¥).
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In conseguenza di quanto precede le (5) (6) rimangono soddisfatte dopo la
sostituzione se lo erano prima ed i valori di v,, Y. , v definiti dalle (7) (8) (9),
rimangono inalterati: infine lipotesi v, (x,y) = -+ 1 garantisce che bl
rimanga inalterato. Il lemma ¢& percid dimostrato.

Nel seguito ogni vettore sara indicato giustapponendo le sue istruzioni
nel dovuto ordine. Il vettore Py Pg ¢ il vettore che si ottiene concatendando
le istruzioni di Py con quelle di Pg. Per evitare confusioni ogni istruzione sara
preceduta dal suo segno (4 o —) e per ragioni di uniformitd scriveremo — o
al posto di 0 e + o al posto di . Il numero di istruzioni di P, , Py, - - -, sara
indicato con s , g, - -

I numeri o lettere scritte al disotto delle istruzioni sono da ignorare fino
a nuovo avviso. I seguenti risultati forniscono la dimostrazione del teorema 1.

(12) Py= —1 +3 +2 —3 —o
(13) Px= —0-—0—2—3 —2 40 +14 +3 +2 —8 —0 —0 —1 —1I

—x e(x,7) o —2 ot2 o e(x,f) —e(x,?) o —1
4

—I14 —I14 —O0 +4 —2 —3 —I14 40 —2I ——22 —IQ —-4
41 e(x,2+1) —e es—e o 14 a—14 €
— 14

—26 —27 4+3 +2 —20 —o0

o o -—-e(x,;) z(x,;)

(14) PB A) = PA PB
@ Ax) B(A@)

(15) Pasp= —o —o Pr (3+mp) (2 + mg) (—3 — ) BP('}; —B(O)
(—6ms —mB) (—7—ma—mp) (—7—ma—mp) (—8—ms—1mp)
—4 + 3 (—11—mp) —38 —o0
o A (x) —B@x)—A@®) A@)+B@)

P

(16) PB_IEtO (26 + mp) (25 + ms) (32;|—m3) 4{;0 (17 4+ mp) —o

—1 —1 (254+mp) Py —0 —0 —I (—13—mp) —4 —o0
—z y+1 B(y+1) ~—B(y+1) o —x x—B(y+1)

—1 (—13—mp)  —8 +4 —I0 —II (— 17 —mp)
o e —B(y+1)—e e—(—B—¢) ) 17-4+mp

FO (—24—mm) (—25—ms) +8 —0 +6 +5 (—26— )
o—17 —mp o z o 3
—17—mp

—8 +2 41 —1 —2 —2 +3 42 — 12z —o.

o I I 1 o —17 —17

Commento alle formule precedenti.

Al disotto di p; non ¢& scritto niente se non esiste % tale che vy (x, ) = 7
oppure se tale # esiste ma il valore ¥, (¥, % -+ 1) non interessa. Se al disotto
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di p & scritto 7 numero (o formula) esso rappresenta il valore di v, (x, % + 1)
dove # soddisfa vy, (x,2) =7. Se al disotto di p; sono scritti due numeri
(o formule), in colonna, il primo di essi ha il medesimo significato di cui
sopra, mentre il secondo ha quello di v, (x, %+ 1) dove &' >u.

Formula (12). - Si verifica facilmente che in questo caso y, (¥ ,¥) =14y ;
J=15,0=<08(x,») <5 per y< 5 e Ys(x,4)=ﬁ5; si ha poi 8<x:4):5’
Y@, ) =Yo(r,5) —0—To (x,4) —0—(— D=1 c.d. d.

Formula (13). — Si osservi che

Ye(x, ) =14y per y<4,Y.(x,5)=35 , d(x,3) =c¢

mentre Y, (x,6) =5—Y,(x,5) = 5—(—2)= 7. In generale ogni volta
sia 8 (¥, %) = ¢ ¢ da aspettarsi un salfo nella successione dei valori di vy, (x , ¥).

Cio si esprime dicendo che € & un istruzione di salto.

La funzione e(x,0) =z, e¢(x,¢+ 1) = e (x,£)— (¢ -+ 1) viene costruita
per valori successivi di # fino al valore i = us{e(x,#+ 1)<<o}. E facile
vedere dalla definizione di K che risulta ¢(x,7) = K (). Per la compren-
sione della (13) & essenziale notare che vy,,(x, %) = ¢ finché #<§ mentre
diventa v,, (x, %) = o nel caso # = 1.

In altre parole la v,, & un’istruzione &7 salto condizionato da ¢ << 1. L'ese-
cuzione del salto causa la ripetizione delle istruzioni yg = v,, che provvedono
in sostanza all’incremento di 1 di # ed alla verifica che o—e (x,#+ 1) > o.
Nella configurazione finale & ancora vy, (x,¥) = «.

Formula (14). — La validita della formula ¢ una diretta conseguenza del
Lemma I. ,

Formula (15). — Nessuna difficoltd offre la verifica della validitd di que-
sta formula. L’inserzione dei programmi P, e Py ¢ lecita come conseguenza
del Lemma 1.

Formula (16). — L’inserzione di Py all’interno di una successione di istru-
zioni Y, + Ydmy che vengono ripetute 7+ 1 volte (I >o0) ha influenzato
la costruzione dei programmi delle formule (12) + (16) nel senso della zzera-
bilita. Un programma Py che soddisfa il teorema 1 si dice iterabile se indi-
cando con Ppil vettore v, (x, %) v, (x,7) - - - Ym (%, 7) anche il programma P’
soddisfa il teorema 1. Ora ¢ facile controllare che P, , Px sono iterabili e che se
P, , P, sono iterabili PAJrB , Py @ P,_. pure lo sono.

La proprieta di dterabilita non & la sola trasmettibile dai programmi delle
formule (12) + (16) ad ogni programma costruibile da esse.

Altre:proprietd, essenziali per la presente dimostrazione del teorema I
sono le seguenti:

' I) Nei programmi delle formule (12) +(16) il verificarsi della condizione
(5) implica il verificarsi della (6).

IT) N,éi medesimi programmi vy, (¥,7) =7 -+ 1 (questa proprietd &
indispensabile per I’applicabilitd del Lemma I).

ITIT) Nei medesimi programmi Y. (x,7) =7Y,(x,7) e se §>o0
Ye(x>y_—'l)=m'
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(Questa proprietd di normalizzazione ha semplificato la costruzione di

. . . , .. .
Payp: vedi specialmente I'effetto dell’istruzione p13+MA+mB).

2. — MACCHINA A INDIRIZZI, DOTATA DI UNA ISTRUZIONE.

Introduciamo ora uno schema ricorrente o macchina S,, in certo sen-
so pit semplice della S,. L’insieme delle celle indirizzate sia 1’insieme
MO ={—n,—n—+1, —1,0,1-m,e},m>0,n>1.Le n+m+ 2
funzioni y,(x,2) (i contenuti delle celle) siano parzialmente definite dallo
schema S, seguente:

(17) Y0<x>o>:x’Y,'(x!O):pi(Z':l:O)p._ﬂ:O!P = 1I.

€

Valgano ora simultaneamente le ipotesi

(18) Y (x,8) definite

e, posti ;
B=2z—(m—1)-([¢g/(n—1)] — 1) dove [a/4] & la parte intera di afb
=2

(19) Y, (*, (2 —1)-[5/(n — D)]) e M®

(20) 7 € M®,

Allora le v,(x,2 4 1) sono definite dalle

(21) Y—n 2+ D=ym@, 2+ 1) =v(x,5)—v-, (x,2)

@2 et =y,@.8 If—n,n.

Se le (18) (19) (20) non valgono simultaneamente nessuna delle v, (x, z + 1)
¢ definita.

Vale ora il seguente:

TEOREMA 2. — Per ogni funzione ricorsiva in una variabile f (x) esistono
un insieme MP® ed un corrispondente vettore Py tali che, definendo mediante
essi e mediante lo schema S, le fungioni ,(x , 2) valga

(23) ) =vole,ut{d(x, 0} dove si é posto
(24) b, =1, (x,55-[#35]) e MF?.

La dimostrazione avviene scegliendo il vettore P; nel seguente modo:
@) le istruzioni con indirizzo positivo sono identiche a quelle che si
sarebbero ottenute dalla dimostrazione del teorema 1;
) le istruzioni con indirizzo da — 55 a — 1 sono -ordinatamente le
seguenti:
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J=-—55 —54 —53 —52 —51 —s50 —49 —48 —47 —46 —45 —44 —43 —42 —41 —40  —39
py=—4 —4 —3 —3 —44 —44 +0 —4 —44 —32 —32 —0 —3 —32 —44 —44 —1
o o o o o—o o Yo ©°Ya Yo o
J=—38 —37 —36 —35 —34 —33 —32 —31 —30 —29 —28 —27 —26 —25 —24 —23 —22
pi=—1 —4—32—44 —4 —4 —0 —I —4 —32 —32 —0 —4 —32 —0 —0 —32
°o.o—a 5  od o Y3oYs Y ° Yo Y3—Yo o—(Y5—"o) o o—(rg—Yo)
Jj=-—21 —20 —19 ~—18 —17 —16 —15 —14 —I3 —I2 —II —10 —9 —8 —7 —6 —5 —4
pj =0 —4 —4 —5 40 —3 —3 —44 —4 —1 —I1 —44 —3 —1 —1 —44 —1 —0
Y5—Yo o —1 o—(—I) o o—d d o o—d d o o—d 3
Jj=—3 —2 —1
pi=—0 —32 —o

o o—(Y§5—Yo) Y3—Yo

Queste 53 istruzioni costituiscono un programma iterabile privo di salti,
salvo che I'istruzione seguente a quella di indirizzo —1 si trova all’indirizzo
—155, ¢ dove la cella di indirizzo —56 ha il ruolo di accumulatore. La caratte-
ristica essenziale di questo programma consiste nel fatto che il vettore
Y, (x,)(¢=1,2, - my) (costruito dalla macchina S,) ed il vettore v, (x, 55 ¥)
(costruito dalla macchina S,) sono identici e definiti per gli stessi valori di y.

In altre parole: la macchina S, simula la macchina S, nel rapporto 55 a 1.
Si puo verificare facilmente ’assunto osservando i numeri o le formule scritte
sotto ad ogni p;(j = — 55, - - - — 1), che rappresentano il contenuto dell’ac-
cumulatore y_ (x, 2) (dove z ¢ tale che B (2) = ).

3. — FUNZIONI RICORSIVE IN PIU VARIABILI.

E noto [3] il metodo di Cantor per associare ad ogni coppia di numeri
%,y un numero intero z mediante la funzione

J@E,N=—G+NE+y+D+r=TE+)+x.

Si ha lidentitd # = J (K (2), L (¢)) dove K (x) & la funzione gid introdotta

e mentre
L () = we{T () = x— K (1)} — K ().
Associando ad ogni »n—pla x,x,,---, %, la funzione '
g=Ju(x x2) =T (J@,2), %) - Xas), %)
osserviamo che ogni funzione f,(x,x,, -, %,) pud scriversi come una fun-

zione ; ¢, nella: sola variabile 2:

S (KT (@), LK™ (), LK™ (@), -, LK (), L (2)) = 0 ().

Ne consegue che se esiste un programma peér trasformare preliminarmente
una z-pla di numeri x, x,,- - &, in un numero z = J, (x,%,, --- x,) i teo-
remi I e 2 si possono estendere al caso di pili variabili. Vale ora il seguente

59. — RENDICONTI 1962, Vol. XXXII, fasc. 6.
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LEMMA II. - Si consideri la macchina S,. Il seguente programma C ()
di 26 istruzioni, non iterabile, ha le proprieta:

Po=1u,Y.(%,9) =27,Y.(x,5) =] (x,u).
—O0 “+7 —O0 —0 —I —2 —I 4o +u +13 412

—x w y—w o o —2 (a+2)
—9 —9 —O0 —1I —1 —I4 —4 —O0 —I
y—w G (w,y+1) o —1 y+i—w € o
o
—IO + o —0 —I —24 —22
+13 o—I3 o x J (x,u)

—13

Il lemma pud venire accertato col solito metodo di verifica.

Siepostow=u+xG(w,0)=0Gw,y+1)=G(w,y)—(y—w)
da cui J(x,u) =G w,w{y+1<<w})+ .

Vale ora il seguente

TEOREMA 3. — Ogni funzione ricorsiva fu (X , %, ,- - - Xn) in n variabili puo
essere calcolata dalla macchina S, (e quindi anche dalla S,).

Dimostrazione. — Si costruisce il programma P, dove ¢, () ¢ la funzione
ricorsiva, in una variabile, precedentemente definita. Il programma P ¢
allora cosi formato:

P, =C(x)C(x) - C(x) Py,
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