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C. BÒHM e G. JACOPINI, Nuove tecniche di programmazione, ecc. 913

Calcolo numerico. — Nuove tecniche di programmazione sem­
plificanti la sintesi di macchine universali di Turing. Nota di C o r r a d o  

B ò h m  e G i u s e p p e  J a c o p in i , presentata0 dal Socio M. P ic o n e .

Dopo T u r in g (l) vari A utori, tra  cui Kleene D a v is (3), W ang <4>, 
Herm es (5) hanno fornito definizioni differenti (ma non in modo essenziale) 
di m acchine di Turing. Essi hanno scopi simili connessi con l ’identificazione 
della classe delle funzioni calcolabili m ediante m. di Turing del tipo conside­
ra to  con la classe delle funzioni ricorsive.

Il pun to  di v ista di S h an n o n (6) e parzialm ente di L e e °  e di a l t r i (8) è invece 
quello di paragonare fra loro m acchine di Turing di una certa famiglia, quella 
delle m acchine universali (in grado cioè di sim ulare qualsiasi a ltra  m acchina Z 
di Turing) ed aventi determ inate p roprie tà  di minimo, per esempio il num ero di 
elem enti della m atrice che rappresen ta  una di queste macchine. In  un recente 
lavoro di W atanabe si è fa tto  ad esempio scendere tale num ero a 40 (io).

Nel presente lavoro siamo p a r titi  d a ll’idea che ogni progresso di tecnica 
di program m azione sia in qualche m odo trasferibile da un tipo di m acchina 
ad un altro: in partico lare che la tecnica di program m azione dei calcolatori 
a ttu a li sia essenzialm ente la stessa di quella delle macchine di T uring (lIh

(*) Nella seduta del 12 giugno 1962.
(1) A. M. TURING, On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungs- 

problem, «Proc. London'Math. Society», ser. 2, voi. XLII, pp. 230-265 (1936).
(2) S. C. Kl e e n e , Introduction to Metamathematics, van Nostrand (1952).
(3) M. D a v is , Computability and Unsolvability, McGraw-Hill (1958).
(4) H. WANG, A Variant to Turing's Theorie of Computing Machines, « Journ. of the 

Ass. for Computing Machinery», voi. IV, pp. 63-92 (1957).
(5) H . H er m es , A ufzahlbarkeit, Entscheidbarkeit, Berechenbarkeit, Springer,Verlag (1961).
(6) C. E. SHANNON, A Universal Turing Machine with Two Internal States in Automata 

Studies, pp. 157-165; «Annals of Math. Studies », 34 (1956).
(7) C. Y. Le e , Automata and finite automata,. «Bell Syst. Techn. Journ.», 39, 5, Sept, 

pp. 1267-1295 (i960).
(8) Vedi bibliografia di (9\
(9) S. W a t a n a b e , 5 Symbol 8-State and 5—Symbol 6—State Universal Turing Machines, 

« Journ. of the Ass. for Comp. Mach. », voi. V ili, 4, pp. 476-483 (1961).
(10) Lo stesso Watanabe avrebbe creato anche una U | ma questa come Egli stesso 

ammette non è una macchina di Turing, in quanto la descrizione della macchina da simulare 
ha lunghezza infinita (in effetti ammettere che il nastro contenga sin da principio una infi­
nità di caratteri diversi dal vuoto, distrugge il concetto usuale di calcolo riducendolo in certi 
casi alla lettura di una tabella).

(11) A sostegno di questa idea, circa metà del corso di «Tecnica di programmazione» 
di Bohm, pressò l’Università di Roma, è stato dedicato alle m. di Turing. Il presente lavoro, 
parziale oggetto della tesi di laurea di Jacopini, può essere considerato come un primo frutto 
dell’orientamento prescelto. Cogliamo l’occasione per ringraziare il prof. Wolf Gross per la 
sua costruttiva critica.

8 .  —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 6.
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Il presente lavoro term ina con la descrizione di una m acchina universale 
U7 la cui tabella consta di 32 quintuple. Noi consideriam o il risu lta to  rag ­
g iunto  non alla stregua di un record (che forse può essere u lteriorm ente ab ­
bassato) m a come una m isura obbiettiva del presente sta to  raggiunto  dalle 
tecniche di program m azione. In  particolare è sta to  fornito un esempio di 
« compilazione » al livello delle m acchine di Turing. Ci si è lim ita ti a compilare 
i « salti condizionati»  m ediante una schiera o rd inata  di super-program m i 
ognuno dei quali ha lo scopo di com pilare i salti del program m a oggetto 
a cui esso viene applicato; tu tta v ia  il m etodo si presterebbe ad ulteriori 
applicazioni.

Nella prim a parte della N ota il num ero di tipi diversi di m acchine elemen­
tari in cui ogni m acchina di T uring  si può decomporre viene rido tto  successi­
vam ente da m  +  2 (m è il num ero di cara tteri dell’alfabeto) a 3 e da 3 a 2.

Si m ostra  poi (1.2) l ’im possibilità di u n ’ulteriore riduzione. Nella seconda 
parte  i r isu lta ti precedenti vengono applicati alla costruzione di una m acchina 
universale. Viene in trodo tto  (2.1) un alfabeto di due simboli ed il program m a 
norm alizzato in form a « rud im entale ». I salti condizionati vengono poi elimi­
n a ti form alm ente e viene in trodo tto  il program m a definitivo parziale 
(2.2) il super program m a ed il program m a definitivo to tale (2.3). Infine 
viene descritta  una m acchina universale U* (2.4) e ne viene spiegato il 
com portam ento (2.5).

I. U na  generica m acchina di Turing M™ a m  caratteri:
(c0 , cx ,• • • Cp • • •, cm — x) e n s ta ti in terni (qx , q2 , • • • qz , • • • qn) è, come è 

noto, rapp resen ta ta  da  una m a tr ic e (I2) n X m  , in cui l ’elem ento generico 
(all’incrocio della Ha riga con la K a colonna) o è vuoto o è costitu ito  da una 
terna del tipo:

^ H K  ^HK ^ H K  d o v e .  ^ jjK  i  '  ' * J m  1 }  >

^ {$ ? 2 y d}  e ^hk ^

Herm es (5) ha d im ostrato  che tale m acchina può essere decom posta per d ira­
m azione in un certo num ero di esemplari di m acchine cosiddette « elem entari » 
appartenen ti agli m  +  2 tipi:

Cp > Cx j * • * ) —.! j S ) D dóve.

Ci i q2 Ci i q2

(12) Tuttavia noi considereremo equivalenti tutte le macchine che, pur essendo rap­
presentate da differenti matrici, hanno l’effetto di far passare dalle stesse configurazioni ini­
ziali, alle stesse configurazioni finali.
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questa m acchina sostituisce qualsiasi cara tte re  si trovi nella cella osservata con a

S =

<1*

c0 s q2 Cj S  (£% Cm —  x $  $  2

questa m acchina sposta di un  passo a sin istra la cella osservata

D =
C q  d  cp  2 C * d  q 2

questa m acchina sposta di un passo a destra  la cella osservata. T ale decom ­
posizione am m ette  una comoda rappresentazione a ttraverso  un diagram m a 
di flusso. (Cfr. H e rm es(5), cap. II, p. 46).

Esempio (m =  3 cQ =  * , cx =  o , c2 =  1). È  sta to  tracciato  il d iagram m a 
di flusso della m acchina T  (l3h

* o 1

A 

B

T  =  C

D

E

* s B 0 s B 1 s B

* d  E 0 s B 1 j  C

l-H 1 j  B 0 s D

0 s C 0 s C 1 s D

0 d  E 1 d  E

O
O *

I I 0<s — ----- ^ s -------- ► 0 --------  ̂ s —

*

D

o
1

0

o

(13) Se la configurazione iniziale è per esempio <EX =  • • • * * * » * * . . .  (dove n sta per 
la sua rappresentazione binaria nei caratteri Ci , c2, e la sottolineatura indica la casella os­
servata) la configurazione finale è T ((E) ==•• .** 3 n *_* • • •
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i . i . Ci si può dom andare se non sia possibile ridurre il num ero di tipi di 
m acchine elem entari differenti, m antenendo la possibilità di descrivere per 
mezzo di esse qualsiasi a ltra  m acchina. Per far ciò osserviamo che ogni m ac­
china Ci può ottenersi com ponendo per diram azione la m acchina R con se 
stessa.

Co Ci

9*
R  =

9*

c2 1 qQ

Cm — 1

cQ t q*

L ’effetto di questa m acchina è di sostituire il cara ttere  (contenuto nella 
cella osservata) cj con Cj+1 (dove cm == ^D).

R isulta:

Ci =  R "  .- - -  -C?~ J -> R

(dove sono so ttin tesi tu t t i  i contrassegni delle linee tranne uno).
Con ciò, am m ettendo come ovvio il:
LEMMA i . i i . -  Se una m acchina è decomponibile in certe macchine 

e ognuna di questo lo è in certe altre, la prim a è decomponibile nelle ultim e, 
ne segue q u est’altro:

L emma 1.12. -  Ogni m acchina di Turing è decomponibile nelle tre 
m acchine: S , D , R  .

Vediam o come questo num ero (3) si possa u lteriorm ente ridurre: in tro ­
duciam o una nuova macchina:

Co C1 Cm — 2 C m —  i

2  =
q*

R isulta, R =  SD  (In tendiam o con AB, se A  e B sono due macchine:
co

A zrzèir.Tì B intendiam o inoltre con A k A  A  • • • A) .
cm — 1 k  volte

D ette  inoltre: l x =  (D2)w e I2 =  (SD)m risulta: Ix =  I2 =  I (dove I è 
la m acchina identica così definita):

C\ S (£% ^2 s  q <2 ^m — x S Q,2 c0 s q,2
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Quindi essendo ovviam ente S =  SL =  I2 S — (S D )^-"1 2 , si può enun­
ciare, tenuto  di nuovo conto del Lem m a 1.11 e del Lem m a 1.12:

TEOREMA I. -  Ogni m acchina è decomponibile nelle due m acchine D , 2 .
1.2. Ogni ten ta tivo  di proseguire il procedim ento m ediante la scoperta 

di u n ’unica m acchina nella quale po ter decomporre la 2 e la D, è destinato  a 
fallire poiché vale il seguente

TEOREMA 1.2i . -  Non esiste alcuna m acchina A  m ediante la quale 
ogni a ltra  m acchina possa essere decom posta.

Possiamo enunciare i due seguenti lemmi di cui consideriamo ovvia la 
dim ostrazione:

LEMMA 1.22. — Se 0* e 02 sono due qualsiasi configurazioni esiste una M 
tale che M (0X) =  0 2.

L emma 1.23 (l4h -  Se una m acchina M è decomponibile nelle K x , A 2 ,
A 3 , • • •, A n , per ogni 0 X esiste una M* tale che:

M* (©,) =  M (0 t) dove M* =  A,-x , A*2 • • • A im (is e { 1 , 2 • • -n }).

Applichiam o il lem m a 1.23 al caso n =  1 , A x — A. Si avranno due casi:
1) 0 non esiste una M* tale che M* (0r) =  0 X : allora tenuto  conto del 

lem m a 1.22 (per 0 2 =  0 Z) il teorem a è dim ostrato;
2) M* esiste; allora M* =  A m ( ^  dipende solo da ©x). Inoltre per

qualsiasi a ltra  configurazione 0  =[= supponendo falso il teorem a 1.21 e fa­
cendo di nuovo ricorso al lem m a 1.22 si avrebbe: A k (0X) =  0  quindi posto: 
k =  r  +  m k ( A > o , m > r > o ) 6  =  A r+mh (&z) =  A r (M*^ (©,)) =  A r (©,).

D a ciò consegue l ’esistenza di al più m  —  i configurazioni 0  diverse da 0 X, 
il che è palesem ente assurdo.

2. A bbiam o finora d im ostrato  la possibilità di descrivere una qualsiasi 
ÌA™ con un diagram m a di flusso nel quale com paiano soltanto due tipi di m ac­
chine elem entari al posto delle m  +  2 tradizionali; abbiam o anche d im ostrato  
di non poterci spingere oltre. È  n ostra  intenzione costruire una m acchina 
universale che utilizzi tale diagram m a (o meglio una sua codificazione) come 
descrizione (che chiam erem o anche « program m a ») della m acchina sim ulata, 
nella plausibile convinzione che ciò com porti una qualche semplificazione nella 
m acchina universale stessa.

2.1. Per far ciò ci lim iterem o a supporre che si operi su un  alfabeto con 
soli due ca ratteri cQ =  o e c1 =  1 (e questo non rappresenta una perd ita  di 
generalità  com/è d im ostrato  da Shannon (6)). In  questo alfabeto le m acchine 
2 e D si particolarizzano nelle cr e d  dove:

o 1 o 1

u B 0^  B od~B 1 d  B

(14) Basta infatti osservare che Tordine con cui le singole A* intervengono nel calcolo è 
univocamente determinato dalla configurazione iniziale <3i .
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Il diagram m a di flusso ha carattere  bidimensionale. Ci proponiam o di 
scrivere un program m a linearizzato rudimentale dove valgano convenzioni 
di cui sarà tenuto  conto nella costruzione della m acchina universale.

Le m acchine elem entari saranno scritte  di seguito su una riga. Esistono 
alcune linee o rien ta te  o frecce senza contrassegno (che chiam erem o in seguito 
salti) che partono  dopo alcune m acchine del tipo d  ed arrivano su macchine 
del tipo a. Non più di una freccia può partire  dopo una d , m entre più frecce 
possono arrivare alla medesim a cr. L ’estremo destro del program m a è ca ra tte ­
rizzato dalla presenza di un * . Esempio:

d  A aad  v add a d *  *
I_____ t

Ogni program m a è equivalente ad un diagram m a di flusso o ttenu to  con­
trassegnando con 1 le frecce esistenti ed aggiungendo frecce con opportuni 
contrassegni fra m acchine consecutive, in modo che da ogni m acchina (eccet­
tu a ta  quella antecedente al *) partono due frecce con entram bi i contrassegni 
ed elim inando. il * e scrivendo in grassetto  la prim a m acchina a sinistra. 
L ’esempio precedente ha perciò il significato:

I o  ̂ O  ̂ o  ̂ o o  ̂ -j- o |
d  0-> or a x-  ̂ d  ̂ a d  1  ̂ d  1  ̂ a d

M ostriam o ora come ogni diagram m a di flusso possa venire trad o tto  in 
un program m a linearizzato. Si può operare, ad esempio, così:

1) Se da alcune m acchine si dipartono meno di due frecce contras- 
segnate si in troduca nel diagram m a un * e verso di esso si facciano convergere 
tu t te  le linee m ancanti (opportunam ente contrassegnate).

2) Si scrivano le m acchine com ponenti il d iagram m a su una riga 
(spostando solidalm ente le linee orientate) in un ordine arb itrario  con la re­
strizione che la m acchina in grassetto occupi l ’estremo sinistro e il * l ’estrem o 
destro.

3) A d ognuna delle m acchine scritte si anteponga e si posponga R R  
ed al * si an teponga R R  , dove R sta  per a d .

4) Si eseguano le seguenti sostituzioni

1° I

R R A ------ ► R R A
I1 !

R R A ------ >- R R A

t
0 I

B R R ------B R ^R

t
1 I

B R R ------ ► B R R ''

A  G { d , c , *}

B e { d , or}.
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Esempio:

Il diagram m a . 1

cì̂ - —  ̂eo C1

dove a , b , c , e e { a  , d} diventa

I | i  l  | |
c d  R  a R VR ^R  g d  b R vR vcj d  R  c R VR ^R  g d  e R^R^cr d  g d  *

1 t 1 1 t ' 1
1 1 1

È  u tile osservare che la m acchina R nelhalfabeto  (0 ,1 )  è così definita

A
R  =

B

cioè ha l ’effetto di scam biare il carattere  osservato

L a form a di I2 ne ll’alfabeto {o, 1} è in fa tti g dG d  (la forma di l z : dGdd).
Supponiam o ora che il program m a contenga n +  1 salti; num eriam oli da 

o ad n in ordine qualsivoglia e facciamo seguire al segno di inizio del salto 
r-esim o il gruppo di funzioni identiche I* I2 (I? I2 =  I2). (Questa conven­
zione che può essere in m olti m odi m odificata e nella m aggior parte  dei casi 
concreti ignorata, ha il solo scopo di perm etterci di risolvere in modo generale 
il problem a dhe più avan ti ci porrem o).

Aggiungiam o alla sinistra e alla destra  (comunque prim a del *) del p ro ­
g ram m a una certa q u an tità  di funzioni identiche (indifferentem ente l z o I2) 
del cui num erò e della cui funzione direm o in seguito. Sostituiam o in ogni sua

occorrenza d  \  o d  J[ con d  e rovesciamo l ’intera parola (scriviamola cioè 
da destra  vetfso sinistra). Infine codifichiamo i simboli g , d  yd * nel modo 
seguente

c — 1 , d  —>• io  , d  — 0 0  , * —> *

(1 , io  , o o  , * saranno in seguito chiam ate istruzioni). In tal modo abbiam o 
o tten u to  dal program m a in form a rudim entale una parola nei cara tteri { o , 1 } 
più un solo * iniziale; m a questa parola non è che una descrizione parziale del 
program m a di partenza in quanto  si è persa ogni traccia del pun to  di arrivo 
di ciascun salto (la chiameremo perciò: « program m a definitivo parziale»).

2.3. Vogliamo ora risolvere il seguente problema: supponiam o di avere 
un program m a definitivo parziale in cui lV-esimo salto (ci riferiam o alla

o 1

i * 'B 0 i  B
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num erazione precedentem ente in trodo tta ) codificato con 0 0  occupi le posi­
zioni ù  e ir+I a partire  dal * a sinistra e il punto di arrivo del salto (che non è 
individuabile dal program m a parziale m a che è evidentem ente conosciuto dal 
program m atore) sia un 1 (in fa tti a -> 1) che occupa la posizione ir —  U (tr ^  o); 
in terpretiam o il program m a parziale 2)0 come il contenuto del nastro  di una 
m acchina di T uring  $ avente le seguenti caratteristiche:

1) se inizialm ente la m acchina $ osservava la zV-esima cella al term ine 
del calcolo dovrà ferm arsi sulla (zV — /r)-esima;

2) al principio e alla fine del calcolo il contenuto del nastro  deve ri­
m anere il medesimo (potrà  però essere diverso du ran te  l ’esecuzione);

3) du ran te  l ’esecuzione del calcolo la m acchina $ non dovrà uscire dalla 
p a rte  di nastro  occupata dal program m a parziale (non dovrà neppure portarsi 
sulla cella occupata dal ■*).

Il program m a che descrive questa m acchina $ può essere rappresenta to  
in form a rudim entale nel modo (per esempio) seguente:

dove:
S6 S6 •s6isJ TSJ”

Ì T 
•SJa ^  TSJl Jo ,

1 Sk =? (p d  a)k+1 d
j S~~k =  a d  o 

I S° =  a d  g d

(La condizione 3 sarà sem pre verificata se sarà sufficiente il num ero di funzioni 
identiche poste ai due estrem i del program m a parziale).

Questo program m a verrà chiam ato super-program m a del program m a par­
ziale 3)0. Se un program m a parziale è privo di salti ha super-program m a vuoto.

Dal super-program m a in form a rudim entale si può passare alla forma 
definitiva S)x.

am m etterà  in generale un super-super-p rogram m a .con ai più 
n —  i> salti, e così via, fino a privo di salti. Chiam iam o la parola:

8 =  ®n+z®n- --®x

program m a definitivo totale.
D a quanto  precede risu lta  che v*3)r è il super-program m a de­

finitivo to tale  cioè il program m a definitivo to tale della m acchina $.
2.4. In troduciam o un alfabeto a 5 caratteri { 0 , 1  , * , o ' , 1 '} ; verranno 

ch iam ati m arcati i 3 seguenti caratteri:
o' , T , * e sm arcati i 3 seguenti 0 , 1 * .

deno terem o  con ^  il generico carattere  sm arcato e con il corrispon-
I  o <-------► o'

dente ( 1 -̂------> T m a rc a to .
*
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Inoltre se 2 è una parola nei cara tteri £' sarà la parola form ata dai 
cara tteri corrispondenti .

Sia Zi una m acchina di T uring  e $ il suo program m a definitivo totale; sup­
poniam o che la Zi operando su una configurazione iniziale =  (• • • o o o Pj. ~  
Qj o o o • • • ) si arresti su una @2 =  Z£ (£, )==(■••  o o o P a o.Q2 o o o-- -•)
(Pi > Qi , P 2 > Q2 sono parole in {o , 1 } ; il seg n o _  indica il carattere
osservato dalla Zi). Se si fa l ’ip o te s i(l5̂  che la parola P2 non vada ad occu­
pare le celle che inizialm ente erano occupate dagli o a sinistra della parola 
Pj (la quale peraltro  po teva iniziare con un num ero qualsivoglia di o) e che 
neppure du ran te  l ’esecuzione del calcolo queste celle siano usate, risu lta che 
esiste una m acchina tale che:

U7 ( • • • o o o S' * P r Qx o o o •••)  =  ( •••  o o o * P 2 o' Q2 o o o ) .

L a rappresentazione della U* è la seguente m atrice:

o 1 o' 1' *

A O A I s A * B

B o' s F 1' E O d c i ' d D * d G

C 0 d C I d c O d B I d B * d C

D 0 d D I d D I s B O s B * d D

E 0 s E I s E O' s A I s B * s E

F 0 s F I s F O s B I s B * s F

G, 0' d G 1' d G 1' i B * d G

2.5. Gli 'a tti essenziali di questa m acchina sono:
1) L a U* (stato  A) va ad esam inare (B) il cara ttere  a sinistra

t o ' — >2)

( * — > 6 ).

2) L a U7 osserva uno o' (d  o d) del program m a, lo smarca, va a 
destra  a cercare (C) il prim o o' o 1' per eseguire l ’istruzione d  (sposta cioè a 
destra  la m arcatu ra) (C , B), quindi to rna al program m a (negli s ta ti E o F  a 
seconda del ca ra tte re  m arcato  per ultim o) — >4).

(15) In Kleene (2) si dimostra che tale ipotesi non lede la generalità.
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3) L a U* osserva un 1, non lo sm arca, m a va (D) d irettam ente ad 
eseguire l ’istruzione a (D , B , A) quindi rito rna (negli s ta ti E  o F  come so­
pra) — >4).

4) L a U) rito rn a  al program m a (F o E) a seconda che il carattere m ar- 
cato era o' o i'; nel prim o caso sm arca il prim o o' o i ' che incontra e 
va ancora a sin istra a eseguire la prossim a istruzione —->2). Nel secondo 
caso se incontra un 1’ si com porta allo stesso modo, se incontra invece uno 
o' — 5).

5) V a a sinistra senza alterare lo 0', sm arcando però tu t ti  gli altri 
caratteri m arcati che incontra (A), quindi passa ad esam inare il super-p ro ­
gram m a — > 1).

6) Va a destra  m arcando tu t ti  i cara tteri sm arcati (G) per rien trare  
dal super-program m a al program m a oggetto, oppure per eseguire lo STOP 
a seconda del prim o (o' o T) che incontra

( 1'---->2)
\ o '--- ->STOP (IÓ).

(16) Si è imposto per semplicità che la macchina simulata dovesse arrestarsi alla 
fine del calcolo su una cella occupata del carattere o ; questa limitazione alla universalità della 

(peraltro non essenziale) può però essere eliminata se si introduce alla fine del programma 
parziale un salto al super-programma che in questo caso dovrà avere l’effetto di portare la 
marcatura nel programma parziale su uno o anziché su un 1 in modo che il successivo rientro 
provochi lo STOP. Pertanto se la configurazione finale della Z® è

e il suo programma 

la configurazione finale sarà

• • -ooo P2 1 Q2- • •

g? =  o §*2

• • -OOO ̂  o' $2 * P2 i ' Qa OOO • • •


