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ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1962_8_32_6_907_0
http://www.bdim.eu/


Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1962.



Luigi Antonio Rosati, Su certe varietà dello spazio proiettivo, ecc.. 907

Geometria. — Su certe varietà dello spazio proiettivo rid im en­
sionale sopra un corpo non commutativo. Nota di L uigi A n t o n io  
R o s a t i , presentata (*} dal Corrisp. G. Z a p p a .

In  una M em oria [3] pubblicata  sui « Rendiconti del Circolo M atem atico 
di Palerm o » e r ip o rta ta  nel suo libro Lectures on modem geometry [4] B. Segre 
ha iniziato lo studio della geom etria non lineare sopra un  corpo sghembo 
occupandosi della teoria delle schiere rigate  e delle loro sezioni e successiva­
m ente E. Berz [1] ha dato  a ltre  definizioni di coniche, m ettendole a raffronto.

In questo lavoro, che ne riassum e un altro  di più am pie proporzioni 
in corso di pubblicazione, dopo alcune premesse di cara ttere  algebrico (n. 1), 
in un  Sr proiettivo  sopra un corpo K  qualunque si introducono certe iper­
superficie generalizzanti le quadriche e da noi chiam ate P-ipersuperficie. Su 
di esse si m ettono in evidenza due diverse specie di punti, si dà la definizione 
di re tta  tangente ad una P-ipersuperficie in un suo punto  di prim a specie, 
si d im ostra che tu tte  le tangen ti ad una P-ipersuperficie in un pun to  di 
prim a specie sono contenute in un iperpiano, si studiano le intersezioni di una 
P-ipersuperficie con una re tta  che ne contenga p u n ti di prim a specie (n. 2).

Si collega poi questo lavoro allo studio delle coniche e delle quadriche 
fa tto  da B. Segre (n. 3) e per inciso si t ra t ta  una questione re la tiva a piani 
grafici non desarguesiani (n. 4).

Infine si considerano le superficie cubiche e si m ettono in evidenza due 
diverse specie di cubiche gobbe (n. 5).

1. PREMESSE ALGEBRICHE. -  Siano: K  un corpo qualunque, V „(K ) 1°  spa­
zio vettorialè a n  dimensioni sopra K, T  la trasform azione lineare di V „(K ) 
in sé di equazioni

h* =  \  d i i  “ f “ * ' * “ f“ hn ain ( i  =  i  , • • • ,  ri),

A  la re la tiva m atrice.
Secondo che T  (e quindi A) sia invertibile o no diremo che il determinante 

destro di A  non è equivalente a zero oppure è equivalente a zero e scriveremo 
rispettivam ente

| A  II ~\- o , | A  II = 0 .

Chiam eremo equivalenti due determ inan ti entram bi equivalenti a zero 
oppure en tram bi non equivalenti a zero. Si hanno im m ediatam ente le se­
guenti p roprie tà

1.1. Se la  matrice B è ottenuta dalla matrice A  moltiplicandone a destra 
tutti g li eleménti d i una riga 0 a sinistra tutti g li elementi d i una colonna per un 
elemento d i K  diverso da zero allora | A  || e | B || sono equivalenti.

(*) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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1.2. M atrici ottenute Puna dalPaltra mediante lo scambio di righe 0 di 
colonne hanno determinanti equivalenti.

1.3. Se una matrice ha uguali a zero tutti g li elementi d i una riga o d i una 
colonna allora il  suo determinante è equivalente a zero.

1.4. Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema

■'Le oi/1 j —j— * * • -j— x n â n =  oc* (z —■- I j • • •, n)

sia risolubile e abbia una sola soluzione è che sia | aij || =|= o.
1-5- Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema omogeneo

x z a*• j —f— • • • —{— xn â n =  o (1 =  1 , • • • j ri^

abbia soluzioni non banali è che sia | aij || =  o.
1.6. Se tutti i minori d'ordine n — 1 della matrice

Ih  . . . L \I '*21 ri,z n \

\n n 1 • • • nnn J

sono nulli, allora | hij 11 (i , j  =  1 , .  • •, n) è equivalente a zero, qualunque siano 
h • • • hA*n , , rim •

Indicherem o con AB il p rodotto  colonne per righe delle due m atrici dello 
stesso ordine A  , B.

A llora si ha
1.7. Se B è invertibile, | AB || e | BA || sono equivalenti ad  | A  | | .
In  modo analogo a quello tenuto  per in trodurre i determ inan ti destri 

si possono in trodurre i determinanti sinistri. Indicherem o con || A  | il de­
term inante sinistro della m atrice q uadrata  A.

A ssegnati gli elem enti di K bij , (i , j  =  1 , • • - , n) l ’equazione nel­
l’incognita

(0 | bij.x +  fry II =  o

verrà ch iam ata una ^—equazione e se | bij || =(- o diremo che il suo grado è n.
Se A  è una qualunque m atrice invertibile ad elem enti in K  e C una m a­

trice invertibile ad elem enti nel centro di K, posto B — || bij x  +  (3*y ||, si 
ha che la m atrice D =  ABC si può scrivere nella form a della m atrice B sicché 
anche l ’equazione | D || =  0 è una A-equazione.

Per 1.7 è chiaro che ogni radice della (1) è anche radice dell’equazione 
| D II f= o e viceversa. P ertan to  diremo equivalenti le due m atrici B ,D  e 
analogam ente le due equazioni | B || =  o e | D || =  o.

Si d im ostra facilm ente che
1.8. Se x  =  u verifica l'equazione (1) allora esiste una A—,equazione equi­

valente alla f i )  in cui tutti g li elementi di Una colonna sono divisibili a destra 
per x  —  u.

I|n generale non accadrà che se u verifica la (1) si possa trovare una 
A -equazione ad essa equivalente in cui tu tti  gli elem enti di una riga siano 
divisibili a destra  per —  u. Nel caso che questo avvenga u si dirà una solu­
zione di prim a specie della (i), di seconda specie nel caso contrario.
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1.9. Se la (1) è una ts-equazione d i grado n e u una sua radice d i prima 
specie le sue rimanenti radici verificano una lS—equazione di grado n —  1.

Se questa ha ancora la radice x  =  u , x  =  u si dice radice multipla di 
prima specie per la (1).

2. P—IPERSUPERFICIE E P—VARIETÀ. -  Sia K uri corpo qualunque e Sr_ x 
( r >  2) lo spazio pro iettivo  destro a r — 1 dimensioni sopra K. Indicati 
rispettivam ente con (xx , • • •, xP) e con [ \  , • • •, Aè] i pun ti e gli iperpiani di 
Sr— supposte invertib ili (|| cuj \ =j= o , | bij || =|=o) le trasform azioni lineari

%i =  ai J Xx -[-•»  •-{- dir Xr (z =  I , • • •, r)

X* =  Xx 4' i  -|~  • • • “f" Xr b ì r  ( z  =  1 , • • • ,  r )

rappresentano, rispettivam ente in coordinate di punto  e di iperpiano, p a r ti­
colari collineazioni di Sr—X che chiam erem o proiettività.

Ciò posto, siano (i , j  =  1 , • • •, n) n 2 forme lineari omogenee nelle r  
variabili x x , # 2 , • • •, xr a coefficienti a sinistra e supponiam o che non sia 
identicam ente | X*y || =  o. Per 1.1 l ’equazione

( 2 )  I X / y  II =  O

è tale che se (xx , • • •, xP) la soddisfa, la soddisfa anche (xx /§,-•*,  xr &), qua­
lunque sia k o in K.

Diremo P-ipersuperficie di S ^ _ x di ordine n il luogo S dei pun ti di Sr_ x le 
cui coordinate omogenee (xx , • • •, xP) verificano l’equazione (2), cioè il luogo 
di p u n ti di Sr_-X rappresen ta to  param etricam ente al variare di \  , • • - , Xr (non 
tu t ti  nulli) in K  dal sistem a

\  X i l  -f-  * * • “p  Xr Xir =  0  ( z  =  I , • • • ,  r ) .

E chiaro che l ’ordine di una P-ipersuperficie è un invarian te  pro iettivo .
Chiam erem o ^-varietà  di Sr_x l ’intersezione di due o più P-ipersuperficie 

di S , _ x .
È  evidente che l’intersezione di una P-ipersuperficie S di Sv_x con un 

iperpiano S ,._ 2 di è una P-ipersuperficie di Sr_ 2 avente lo stesso ordine 
di §.

Si d im ostra facilm ente che
2 .1 . L ’unione di due P -ipersuperficie d i  Sr è una P -ipersuperficie di Sr. 
Precisam ente se & , cB hanno le equazioni | X* j 11 =  o , | Y Aq || =  0 , la loro 

unione ha l ’equazione \ Z r,s || =  o, essendo || Zrs || la somma d ire tta  delle due 
m atrici || X,-f/ | |  e | | Y ^ | | .

R iferito Sr_ x a un sistem a di coordinate non omogenee (#, •  ••) la ri­
cerca delle intersezioni di una P-ipersuperficie § di grado n con una re tta  t 
conduce alla jrisoluzione di una A-equazione

(3) | b i j X  +  Pfy (I =  O,

di grado n se t  non ha intersezioni im proprie con S.
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Se il punto  P (&, • • • )  appartiene ad § e per ogni re tta  t passante per P 
l’equazione (3) che fornisce la prim a coordinata non omogenea di ciascuna 
delle intersezioni di t  con S ha u  come radice di prim a specie (m ultipla di 
prim a specie) P si dice un punto di prim a specie {punto multiplo d i prim a  
specie) di S, in caso contrario  P si dice di seconda specie.

2.2. Le tangenti ad una P—ipersuperficie in un punto semplice A  di 
prim a specie sono le rette d i un iperpiano oc passante per A.

Chiameremo oc l ’iperpiano tangente in A.
2.3. Una retta passante per n — 1 punti d i prim a specie d i una P—ipersu­

perficie S d'ordine n e  non appartenente ad  § ha al massimo n intersezioni con §.
I seguenti teorem i chiariscono il significato geom etrico della definizione 

di P—ipersuperficie.
2.4. D ati in Sr n sistemi lineari proiettivi d i iper piani di dimensione n, 

il  luogo dei punti comuni a iperpiani corrispondenti è una ¥ -ipersuperficie di 
S d'ordine n passante per i sostegni dei sistemi lineari considerati.

2.5. La p iù  generale Y-ipersuperficie di Sr d'ordine n si può ottenere come 
intersezione con Sr di una Y-iper superficie generata al modo dal teorema 2.4 e 
appartenente ad un Sn d i una conveniente dimensione n r.

3. Q u ad  RICHE E CONICHE. -  Diremo quadriche e coniche rispettivam ente 
le P-superficie del second’ordine di S3 e le P -curve del second’ordine di S2. 
E direm o quadriche e coniche degeneri le quadriche e le coniche di cui fac­
ciano p arte  i p u n ti di un piano o i pun ti di una re tta . Diremo infine comple­
tamente degeneri le quadriche e le coniche che siano rispettivam ente l’unione 
di due piani o l ’unione di due re tte .

U na conica sem plicem ente degenere è costitu ita  da una re tta  e da un 
insieme di p u n ti che B. Segre [3] ha chiam ato C—configurazione.

Si vede subito che le quadriche e le coniche non degeneri coincidono rispet- 
tivanjiente con le quadriche e con le coniche in trodo tte  da Segre [3] e risulta 
facile d im ostrare che i p un ti di prim a specie di una quadrica si distribuiscono 
isulle d irettric i.

II piano tangen te ad una quadrica in un suo pun to  di prim a specie la 
taglia secondo una conica com pletam ente degenere, unione della direttrice e 
della generatrice passan ti per quel punto.

4. U n a  q u e s t io n e  r e l a t i v a  a  p ian i g r a f ic i  n o n  d e s a r g u e s ia n i. -  
In [3] B. Segre ha posto il problem a, enunciato anche da L. L om bardo-R a- 
dide [2], di vedere se in qualche piano non-desarguesiano esistano insiemi di 
pu n ti d o ta ti di p roprie tà  analoghe a quelle delle coniche o delle C-configura- 
zioni. Qui indichiam o un insieme di pun ti appartenen ti ad un piano di trasla­
zione ; do ta to  di p roprie tà  analoghe a quelle delle C-configurazioni.

Sia R  un quasicorpo associativo destro (a (b -f- c) =  ab +  ac) d ’ordine q 
(<q num ero cardinale finito o infinito). Sia H il nucleo di R  cioè il corpo 
form ato dagli elem enti c di R  per cui vale la p roprie tà d istribu tiva  a sinistra 
((a -f- b) c =  ac -j- bc).
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Gli elem enti di R perm utabili con t costituiscono un corpo L  conte­
nente, come del resto  anche H, il centro C di R. Indicherem o con m  bor­
dine di L.

Supponiam o poi che R sia tale che H contenga propriam ente C e indi­
chiamo con t  un elem ento di H — C e siano: oc il piano (non desarguesiano di 
traslazione) sopra R, g  la re tta  im propria di oc, I l’insieme dei pun ti propri 
di oc le cui coordinate (x , y ) soddisfano l ’equazione

x  =  y t .

Sia poi 8 l ’insieme dei pu n ti di g  di coordinate (et c~z , 1 , o) (c variabile 
in R). Poiché per ipotesi H  contiene propriam ente C, il num ero dei pun ti 
appartenen ti ad 8 sarà certam ente maggiore di uno.

Ebbene come in [3] si può vedere che I gode delle proprie tà  trovate da 
B. Segre per le C-configurazioni.

Precisam ente:
a) ogni retta congiungente un punto M di I con un punto N di 8 contiene 

m punti appartenenti ad  I;
b) ogni retta congiungente due distinti punti M , M ' appartenenti ad  I 

incontra g  in un punto N appartenente ad  I e quindi viene a contenere m punti 
di I.

Se poi R  è finito si ha:
c) ogni retta d i oc distinta da g  che tagli g  in un punto O che non appar­

tenga ad 8 contiene uno ed ìin solo punto di I.

5. L e s u p e r f ic ie  c u b ic h e  e  l e  c u r v e  c u b ic h e  gob b e. -  Come caso 
partico lare di 2.4 si ha:

5.1. Se A  , B ,C  sono i centri d i tre stelle proiettive di piani, il  luogo dei 
punti convu/ni alle terne di p iani corrispondenti è una superficie cubica avente 
A , B , C come punti d i prim a specie.

Per 1.9 le ulteriori intersezioni di una superficie cubica con una re tta  
passan te per un pun to  di prim a specie dipendono da una A-equazione di 
secondo grado. P ertan to  per la ricerca di esse si potranno utilizzare i risu ltati 
o tten u ti da B. Segre [3] per la ricerca delle intersezioni di una quadrica e di 
una re tta .

Si vede facilm ente che:
5.2. D ati tre fasci proiettivi d i p iani ad assi sghembi il luogo delle inter­

sezioni delle terne d i piani corrispondenti è una curva, y, residua intersezione 
di due quadriche aventi una direttrice in comune.

Chiam eremo y cubica gobba d i prim a specie.
5.3. Ilfuogo , S, dei punti comuni a raggi corrispondenti in due stelle 

proiettive è una curva passante per i loro centri, residua intersezione di due qua­
driche aventi una generatrice in comune.

Chiam eremo § cubica gobba d i seconda specie.
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