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Analisi matematica. — FEtude de la continuité des solutions du
systéme paraboligue dépendant d'un paramétre ®. Nota 1 di WrroLp
PocorzeLski, presentata ™ dal Socio M. Picons.

§ 1. — INTRODUCTION.

Soit un systéme parabolique d’équations aux dérivées partielles d’ordre
M>2

- osk1+--~+lzn§M ot »
a, I a
I Uy -y U = an‘k———’———-ﬁzo
I D I
«=1,---,N) aux N > 1 fonctions inconnues #, (X, ?#)---ux(X, #). Nous
)

admettons les hypothéses suivantes.

I. — Les coefficients A,,; sont des fonctions complexes du point X (x,, - - )

de l'espace euclidien E, de la variable réelle # et du parametre réell 2,
définies et bornées dans la région:

(2) [XeE,o</<T,—R<A<+R],

vérifiant les conditions de Hélder suivantes

(3) | AL B (X2, 0) — Al (X0, 70 | < Const [| XX [+ |2 —# "]
si A +-~~+én#M et

) | AL (X, 2,0 — AL (X!, 2,0 | < Const | X X [+

sik, +- —{—,é <Mj;o</4,” <1; o0n a déigné par | X X'| la distance
eucl1d1enne des points X, X’. On admet en outre la continuité des coefficients,
par rapport aux variables # et A, wniforme dans la région (2).

II. — Conformément & la définition de Petrovsky [1] de la parabolicité
du systéme (1), toutes les racines en p de 1’équation

(s) det! ¥ AFR(X, 2,0 @) G — S50 =0

o | kgt +k,=M

(3 — symbole de Kronecker) ont leurs parties réelles inférieures & un nom-
bre négatif fixé — 3

)] Re(p<—3<o
pour toutes les valeurs des variables réelles s, ,---, s, vérifiant I’égalité
6) s 2=

(*) Institut Mathématique de ’Académie Polonaise des Sciences.
(**) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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et pour tout point de la région
XeE , o<¢sr<T , —R<A<Z4R.

Cette hypothése exige donc que le degré M du systéme (1) soit pair.

En 1956 S. Eidelmann [2] a construit une matrice des solutions fonda-
mentales du systéme (1) sous I'hypothese que les coefficients A,; admettent
les dérivées spatiales d’ordre M.

En 1957 auteur de cet article [3] a construit une matrice des solutions
fondamentales du systéme (1) sous 'hypothése plus générale (3) et (4). Nous
désignerons actuellement les ¢léments de cette matrice par les symboles

(7) T (X,4;Y,7)

pour mettre en évidence leur dépendance du paramétre A figurant dans le syste-
me (1). D’apres le travail [3] les éléments (7) sont exprimés par les formules

(8) T (X, 2;Y, %) =Wa " (X,4;Y,9
! N
+ff//2 Woy (X, 22,000 (2 ,¢;Y, 0 dz dg
JJ y=:
T E
ot X (#,, -+, %), Y&, -, &) sont deux points arbitraires différents de

I'espace E et 7 < ¢ deux valeurs arbitraires dans lintervalle fermé (o, T).
Les fonctions W( sont les éléments d’une matrice, dite des quasi-solutions
données par les mtegrales de Fourier:

n

(7~) )G i"_i(v Ev)
(9) (XzYT)_H (tTZCSl)eV dS

étendues a tout l’espace euclidien E des variables S (s, ,- - -, s.); Z désigne
un peint arbitraire de lespace E , £ — une valeur arbitraire dans 'intervalle
©0,T). Les fonctions W, uy@=1,---,N), pour B fixé, forment une

solution du systéme dequatlons dlfferentlelles ordinaires
btk =M

dv® ok
(10)  SE— X AL (552,85 8,%)

1</<N

(ot Z,¢,s,,n sont des parameétres fixés) avec la condition initiales

(11) lim uf) = dag
=T

Les fonctions cl)&? dans les fomules (8) forment, pour B fixé, une solution
du systétme d’équations intégrales singulieres de Volterra

(12) CORX, 4 Y, %) =Pk, WEHYT(X, 45 Y, )

/U/ A IFEJ;X 2‘[“8))712(:: Z; Z C)] Yﬂ(z C Y E)dZdC
Y=
T E
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olt ‘?EZ;X, (2;y) désigne une opération différentielle sur le systéme de fonctions
wy = (44 ,+ -+, #y), par rapport aux variables X et # définie par les for-
mules (1).

Les fonctions I‘(,)}; S I‘g};, pour P fixé, forment une solution du systéme
(1) en tout point. X ==Y de I'’espace E pour o <7 <<#<CT. A laide de
cette solution on peut définir les solutions plus'générales du systéme (1) étu-
diées par lauteur dans les travaux [4] et [s5].

Dans ce travail nous étudierons par rapport au parameétre A les trois
solutions du systéme (1)

{Ua(X,0}  {leX,0} , {Va(X, 5}

qu’on appelle successivement:
1) potentiel de charge spatiale aux composants

¢
. N
(13) Ug‘)(X,t)z‘/ﬂ]2F%(X,X:Y,T)pﬁ(Y,T)de'r;
JpY P
2) les intégrales de Poisson—Weierstrass
“rrN
(14) P X, = / / / ZTBX .Y, 0/ W dY;
. IE’ o =1

3) potentiel de simple couche aux composants

?

.
(15) V(‘})(X,t):///ﬁzF%)(XJ;Q,T)<Pﬁ(Q,T>deT-
. .Sv p=1

o

§ 2. — PROPRIETES DU POTENTIEL DE CHARGE SPATIALE RELATIVEMENT
AU PARAMETRE.

THEOREME 1. — Si les coefficients du systéme (1) vérifient les condi-
tions (3), (4), (5), dans la région (2), si en outre les composants de la den-
sité {pﬁ }, définis dans la région [Y e E, o0 <C#<<T], vérifient les inégalités

(16) lep (Y, O | << M7 Heexp [4] YX, ]

(ot M,, & sont des constantes positives, W, —une constante non négative,
inférieure & l'unité, X, est un point fixé dans I’espace E) et sont intégrables
dans toute' région bornée et mesurable [Y e Q*CE ;o< t<T], alors les
composants (13) du potentiel de charge spatiale et leurs dérivées d’ordre
m <M — 1 sont définies dans la région [XeE,o<#<T,—R <A<R]
et possédent une régularité de la continuité par rapport au parameétre A
exprimée par les inégalités suivantes

(16 | DY (UL (X, 9] — DY [UL” (X, 2)] |
< Const. My # " *e exp [6] X X, |] [oa(|A—N ]
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(m=o0,1,-,M—1), ot wy (3) désigne le module de continuité par rap-
port & A des coefficients Ayg, défini pour tout nombre 8 > o par la formule
(16")  oa(®) = max sup [AETW(X, 2,0 — A% (X, 2, N) ]

off [A—M[ <3

(kl,.n,kn) %€ E
o<LtLT

A et X' étant deux nombres arbitraires dans lintervalle fermé (— R, R),
Pexposant %; est un nombre positif arbitrairement inférieur au nombre
A, = min (& ,M4"), la constante w, est choisie arbitrairement dans l’inter-
valle

(16™) m|M < pm < 1,

le coefficient positif consz dépend du choix des constantes W, et %, , mais ne
dépend pas des fonctions Ps - Nous signalons que le module de continuité
0 () est une fonction non négative non décroissante qui, en vertu de la con-
tinuité uniforme admise pour les coefficients A,g, posséde la propriété limite

(17) llm(l)A(8> = 0

d—>o

En outre nous signalons que DRU, =TU,.
Démonstration. — En vertu de la formule (8), on peut écrire les com-
posants du potentiel (13) sous la forme des sommes

(18) UP (X, =UPX,s+ U9, 2

de composants des deux quasi-potentiels

(199 UP(X,9 =//ff %WL?“(XJ;Y,T) pp (Y, 7)dY dr
=t

z
AR
(20) fjg“(x,;):f/// D WETTX,£5Y,%) 8P (V) ) dYde
‘ g uﬁ:‘u B=1
ol les composants de la densité correspondant au second quasi-potentiel
sont donnés par la formule

(21) B}}’(Y,t)=//ff§ OP (V,7;Z,8) ¢, (2,0 dZdL.

D’aprés notre travail [3], les éléments de la matrice des quasi-solutions et
leurs dérivées vérifient les inégalités suivantes

(22) IDY[WRY™ (X, 2;Y,7)] —DL WV (X, #;Y,7]|

(et hy =)
Const  exp[—£|XY]|] maxn |Ai§“k" Y,7,0) L AEh, (Y,", )\/) I

< ’ ’ aB
(t—r)Pm | XY [P My a.p
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% est une constante positive arbitraire, ., est choisi dans I'intervalle

(23) <t < min(1, 25

(m=o0,1,---,M—1); on admet D° Wy=Wy.

Le coefficient positif const dépend du choix des constantes £ et y,,. Re-
marque faite des inégalités (16) et (21), nous concluons l'existence des
dérivées spatiales d’ordre m <<M — 1 des fonctions (19), exprimées par les
intégrales absolument convergentes

: N
(24) DY [UD (X, 5] = / / /f ﬁZDéz”’ [WRY"(X,2;Y,%)] e (Y,7) dY dr

dans la région [XeE,o<#<CT]. Ensuite, en vertu des inégalités (16)
et (22), on conclut que les différences des fonctions (19) et des leurs dérivées
d’ordre 7 <<M — 1 vérifient les inégalités (£ > 8)

(25) DY [UP (X, )] — DY [UL” <X , z)J |
= ConstM, Sup | AL (Y, ) — Al (Y, 7, 0|
oLt <LT

z
/“ dr /i/f XY [ +5|YXo| gy
M Mo n+m—Mp,m
: (t—) "c i | XY |

< Const My # "o exp [6 | XXo|] wa (|A—2]).

Pour étudier le second composant (20), nous ferons d’abord ’analyse de la
densité exprimée pa la formule (21). Remarquons donc, en vertu des équa-
tions intégrales (12), que les différences des fonctions ®,;, correspondant
aux valeurs A et N, vérifient le systéme d’équations intégrales

(26) Y (X, 2;Y,7) —O% (X, #;Y,n) =LY X,£;Y,7)

+///f NG (X, 42,09 [PR (Z,%;Y,%) — B (2,4 Y,m)] dZdE

ot I'on a posé

® ) WY
G7) Nos (X, 25 Y,%) = Wi, [Wins (X, #;Y,7)] =
BiteootE =M M ) Y
3 MWMYT (X, 4,7,
3 AR (R0 — Al (Y e ) S S
1</SN 7 o lex o 3.5!1'””
°Sk1+"'+kn<M akx+ +E, 4
+ X (X, M WP (X, 2;2,0)

1<;<N ..ax"
”n
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(28) Ly’ (X,#;Y,7) = [NQ (X, 2; YV, —N& (X, £; Y, 7]

""f/f/;:[Nm(X £:Z2,0) —NW(X,2;Z,0108(Z,2:Y, 1)
T E

D’aprés notre travail [3], les noyaux des équations (27) vérifient une limi-
tation a singularités faibles

) Const exp [— 2| XY |]
(29> ! N (X t Z c) ! < c>}b ' XZ ln-l—M(I'_‘l"*)_}‘I

la constante w* étant choisie arbitrairement dans Iintervalle
(30) I———<p. <1 ; A, =min(k,MAr).

Il en résulte que les différences (26) s’expriment par les formules connues
de Volterra

(31) PR (X, 2:Y,7) —0R (X,2:Y,7) =LY (X,2;Y,7)

-;_f/f/;m‘“(x t:Z, 0L (2,0, Y, dzZd;

(B est fixé) ol les noyaux résolvants sont les sommes de séries absolument
convergentes

(32) MW (X ,t:2,0 = ENg*g”(x,z:z,c)

(Ngy=Nqy), les noyaux itérés étant déterminés par les relations de récurrence

(33) NSO (X 17,7 =
z
s [ [ ne M) ()
é/]] N((zﬁ)(X,t;H,.f)NbY (H)s;Z)C)desn
o E .

Les noyaux résolvants (32) vérifient aussi la limitation de la forme (29).

Pour déterminer une limitation des différences (31), cherchons d’abord
la limitation des différences (28). Remarquons donc qu’en vertu des inéga-
lités (22) nous aurons les limitations de la forme

(34) INB(X,#;Y,7) —NE (X,#;Y,7) |

Const  exp[—£4| XY |]
T g—t | XY MO

oa(|A—2")])

(0 < <1) contenant explicitement le facteur w, mais ayant une singularité
forte spatiale. Or, en s’appuyant sur les inégalités (29), nous pouvons abaisser
les exposants de la limitation (34) pour obtenir une nouvelle limitation des
différences (34) qui contenait a la fois le facteur w, (A —2N|) et une limi-
tation spatiale faible.
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En effet, si wa (|A—2"|) = |XY]|, alors de I'inégalité (29), vraie quel
que soit A dans l'intervalle (— R, + R), il résulte I'inégalité

(39) INB(X,2: Y, ) —N&(X,2;Y,7) |
Const exp [— 4| XY |]

’ o
i (f—T)”* | XY [”+M(I-”*)—}’1+ho [O)AQ A—2 D]

A, étant une constante positive inférieure a la différence %, —M (1 — p¥).
Dans le cas ws (|A—N'|) < | XY, la limitation (34) conduit & l'inégalité

(36) INQ(X,2;Y, %) —NB(X,2;Y,7)|

Const exp [— /4| XY []
T (—nM ‘XY‘”'FM(I—P-)”‘}‘O

[oa (| A — N )]

%, étant un nombre positif arbitraire inférieur & l'unité. En s’appuyant
sur les inégalités (35) et (36), nous concluons une limitation a singularités

faibles, contenant le facteur wa (|A—2"|),
(37) INBX,2;Y, o) —NG X, 2;Y,7)|

Const exp[— /4| XY ]
(Z—‘r)ﬁ | XY !n+M (x—R) — 4+,

[oa (| A —¥ DI

ou /%, est une constante positive, fixée arbitrairement dans lintervalle
(3%) 0 <’y <lh, =min (£, MZX);
la constante [ est fixée ensuite arbitrairement dans l'intervalle

-

i <p<TI.

(39) I —

Nous rappelons que la constante positive % est arbitraire et que le facteur
positif const dépend du choix des constantes 4, , i, 4.
La limitation trouvée (37) et 'inégalité

) . Const exp[—£4|YZ]|]
(40> ! (DYﬁ (Z ’ C ’ Y ’ T) ’ = (C—-T)w 1YZ \n+M(1—M*)—/u

de la méme forme que (29), donnent une limitation pour la fonction (28)

, Const — 2| XY ’
0L (X Y0 | <2 S Toa (2 — X

de la méme forme que (37). Nous en concluons pour la différence (31) une
limitation aussi de méme forme

(42) ORX,2;Y, ) — @ (X, 2, Y, )

Const exp [—4£| XY ]
- (t—r)ﬁ' | XY \n+M(x—ﬁ)—h+lzlx

[oa (|2 — W )]

57. — RENDICONTI 1942, Vol. XXXII, fasc. 6.
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et ensuite, en tenant compte de I’hypothése (16), on obtient pour les compo-
sants de la densité (21) une limitation

o - (A C tM ’
@) D=8V, 9 = G e B YK ] [ea(( A =¥ ]I .

La limitation obtenue et l'inégalité (22) fournit pour la différence des valeurs
(20) et leurs dérivées (0 <m <M —1)

(44) DY [UP (X, H] — DY (UL (X, 9] =

z
rrr N
f / [ / ﬁz (DYPIWRY™(X,2;Y, 9] —DL W " (X, £; Y, 9]} 85 (Y,7)d Ydr
o/ o/ E . =I

o

z
r N
+f f / / 2 DY W (X, 25 Y, ] [BP (Y, 9 — 88 (Y, 9] dY d=
JJ B=1
o E

une limitation suivante
(45) | DY [UP (X, 5] — DY [U*) (X 4]
< Const My # 7 #n*e exp [4| XX, |] [0a (|2 — N ]

En rapprochant les résultats (25) et (45), on arrive a la conclusion (16") du
notre théoréme I.



