
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Witold Pogorzelski
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Analisi matematica. — Etude de la continuité des solutions du 
système parabolique dependant d ’un paramètre Nota I di W itold 
P ogorzelski, presentata ^  dal Socio M. P ilone .

§ 1. -  Introduction.

Soit un systèm e parabolique d ’équations aux dérivées partielles d ’ordre 
M >  2

(1) *<“>(«,,■ % ) =
o < ̂ 1 + • • • + < M

2  a  * r i» ( x ) /,À)
1 < j  < N

■+K

dxk'-> - dxk'<
dua
dt

(a =  1 N) aux  N >  1 fonctions inconnues ux (X , t) • • -uN (X , t). Nous 
adm ettons les hypothèses suivantes.

I. -  Les coefficients A aj sont des fonctions complexes du point X (xz, • • •, x„) 
de Pespace euclidien E, de la variable réelle t  et du param ètre réell X, 
définies et bornées dans la region:

(2) [ X e E , o < K T ,  —  R <  X <  R ] ,

vérifiant les conditions de H older suivantes

(3) | A & ' •*« (X , t , X) —  A„y ' •*« (X ', / ,  X) I ^  Const [| X X ' f  +  11 —  1 f ]

si k-L -f~ • • • -f- kn =  IVI et

(4) I A  t y k» ( X , t ,  X) —  A & ” *« (X ', t ,  X) | <  Const I X X ' \h

si K  +  • • * +  kn <  M ; o < ; h , H i ; on a désigné par | X X ' | la distance 
euclidienne des points X, X '. On adm et en outre la continuité des coefficients, 
par rap p o rt aux  variables t  et X, uniforme dans la région (2).

IL  -  Conform ém ent à la définition de Petrovsky [1] de la parabolicité 
du systèm e (1), toutes les racines en p de l ’équation

(5) de t! 2  A„y (X  , t  ,X) (isl)*1 ■ ■ ■ (tsn)kn — §ay p I =  o
CL,J | kx-{---- \-kn = M I

(paj — symbole de Kronecker) on t leurs parties réelles inférieures à un  nom - 
bre négatifi fixé — S

(50 Re (p) <  —  S <  o

pour tóutes les valeurs des variables réelles vérifiant l ’égalité
(6) s * + . . : + s *= I

(*) Institut Mathématique de PAcadémie Polonaise des Sciences. 
(**) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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et pour to u t po int de la region

X e  E  , o <  /  <  T  , — R <  X <  +  R .

C ette hypothèse exige done que le degré M du systèm e (1) soit pair.
En 1956 S. E idelm ann [2] a constru it une m atrice des solutions fonda- 

m entales du systèm e (1) sous Phypothèse que les coefficients A aj- adm etten t 
les dérivées spatiales d ’ordre M.

En 1957 l ’au teur de cet article [3] a constru it une m atrice des solutions 
fondam entales du systèm e (1) sous Phypothèse plus generale (3) et (4). Nous 
désignerons actuellem ent les élém ents de cette m atrice par les symboles

(7) r $ ( X , * ; Y , T )

pour m ettre  en évidence leur dépendance du param ètre X figurant dans le systè­
me (1). D ’après le travail [3] les éléments (7) sont exprim és par les formulas

(8) r 5 ( X ^ ; Y , T ) = < r ,T( X , / ; Y >T)
t

+  J f f j  X  (Z , ; Y , T) dZ

où X (xx , • • •, xn) , Y (£x , • • •, £„) sont deux points a rb itrag es différents de 
Pespace E et t <  t deux valeurs a rb itrag es dans Pintervalle fermé (o , T). 
Les fonctions sont les élém ents d ’une m atrice, dite des quasi-solutions 
données par les intégrales de Fourier:

n

(9) W $ Z’C- ( X , * ; Y , t) =  1(2 7T) ua ( ^ . T ; Z , ^ ; S , X)
i S  dv-?v) 

e V=I dS
È

étendues à to u t Pespace euclidien E des variables S (sz , • • •, sn)] Z désigne 
un pp in t arb itra ire  de Pespace E , £ -  une valeur arb itra ire  dans Pintervalle 
(o , T). Les fonctions i>n (P =  1 , N), pour p fixé, form ent une
solution du systèm e d ’équations différentielles ordinaires

(io) dt
*!+■•■+** = M

2  ■i <j < N J ' (Z , £ ,  x) ( « . ) 1 • • • (iSn) s , X)

(où X sont des param ètres fixés) avec la condition initiales

(11) ].imu£ =  8o3
t —> T

Les fonctions dans les fomules (8) form ent, pour p fixé, une solution 
du systèm e d ’équations intégrales singulières de V olterra

(12) (X  , t  ; Y , T) =  x , , [W$ L  (X  , /  ; Y , t)]
t

+  j  j j j  2  x ,, [ w g Z,t (X  , /  ; Z , 0 ]  (Z , l  ; Y , t) dZ d£
T E Y 1
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òù (UU)) désigne une operation différentielle sur le systèm e de fonctions
:U(j) — (ux , • • •, un) , p ar rap p o rt aux variables X et t, définie par les for- 
mtiles (1).

(X) (X)
Les fonctions Fxp , • • - , TNp, pour (3 fixé, form ent une solution du systèm e 

(1) en to u t po in t X =j= Y de l ’espace E  pour o <  t  << /  << T. A l ’aide de 
cette solution on p eu t définir les solutions plus générales du systèm e (1) étu- 
diées par P au teu r dans les trav au x  [4] et [5].

D ans ce trava il nous étudierons par rap p o rt au param ètre X les trois 
solutions du systèm e (1)

{ u„  ( x , / )} , { . J „ ( X , 0 }  , { V „ ( X , 0 }

q u ’on appelle successivement:
1) potentiel de charge spatiale aux com posants

(13) U o ’ (X ,i) = j  jj j  2  r $ ( X  Y , T ) Pp(Y,T)dYdT;
o E ^  ^

2) les intégrales de Poisson-W eierstrass

(14) (X  f 2  (X , t  ; Y , o )/p  (Y) dY;
E * 13

3) potentiel de simple couche aux com posants

(15) ViX)(X , t) =  j  j  I  2  r ^ ( X  , t  ; Q , T) 9p (Q , x) dQ dx.
ó S 15

§ 2. -  Propriétés du potentiel de charge spatiale relativement
AU PARAMÈTRE.

TheqrèME i . -  Si les coefficients du système (1) vérifient les condi­
tions (3), (4), (5 ), dans la région (2), si en outre les composants de la den- 
sité { P|3}, définis dans la région [ Y € E , o < / < T ] ,  vérifient les inégalités

(16) | pp.(Y , t)  I <  M QT ^  exp [b | Y X 0 |]

(où M q , b sont des constantes positives, \iQ -  une constante non négative, 
ihférieure à l’unité, XG est un poin t fixé dans Pespace E) et sont intégrables 
dans tou te région bornée et m esurable [Y e E ; o <  r  <  T], alors les 
com posants (13) du potentiel de charge spatiale et leurs dérivées d ’ordre 
m  <  M —  1 sont définies dans la région [ X e E , o < / < T ,  —- R <  X <  R] 
et possèdent ! une régularité de la continuité par rapport au param ètre X 
exprim ée pari les inégalités suivantes

(16') I D (x ) [U „} (X , /)] — D (x J [U ^ <>(X , t)] |

^ Const. exp [£ j X X 0 |] [«A (| A — X '\ ) f l
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(m =  o , 1 , • • - , M -— 1), où coA (§) désigne le module de continuité par ra p ­
port à X des coefficients A af3, défini pour tou t nom bre 8 >  o par la formule

(16") ojA (S) =  m ax sup [ A**' ' 'k« (X  , t , X) —  A ^ ' "*» (X  , t , X') |
a(3 I A,— A'I < 5  a '

(kx , • • •, r̂-C E
o < / < T

X et X' é tan t deux nom bres arbitraires dans l ’intervalle fermé (—  R , R ) , 
l ’exposant k 1 est un nom bre positif arb itra irem ent inférieur au nom bre 
K  =  m in (^ y M # ) , la constante est choisie arb itra irem ent dans Pin ter­
valle

(16"') w / M < ( x « < i ,

le coefficient positif const dépend du choix des constantes \Lm e t h1 , m ais ne 
dépend pas des fonctions . Nous signalons que le m odule de continuité 
(ùa (8) est une fonction non négative non décroissante qui, en vertu  de la con­
tinu ité  uniform e adm ise pour les coefficients A aj3, possède la propriété lim ite

(17) limcoA(S) ~  o
5-40

En outre nous signalons que Dx)U a =  U a .
Demonstration. -  En vertu  de la formule (8), on peu t écrire les com- 

posants du potentiel (13) sous la forme des sommes

(18) U ^ ) ( X ^ ) = Ù ^ ) ( X ^ ) + u W ( X ^ )

de com posants des deux quasi-potentiels
t

(19) j j j  X  w 5  Y’T (X , t  ; Y , T) Pp (Y , T) dY  dx
o E

(20) W  (X  , t) =  J jjj  X W j»  Y’T (X  , t  ; Y , T) (Y) T) dYdT
o ' É

où les com posants de la densité correspondant au second quasi-po ten tiel 
sont donnés par la formule

X

(2 ,) $*<?,*) = f  fjf ì,  z , 0 p v ( z , i ; ) d z d ? .
o E

D ’après notre travail [3], les élém ents de la m atrice des quasi-solutions et 
leurs dérivées vérffient les inégalités suivantes

(22) |DkM)[W $ Y’T( X ,* ;Y ,T ) ] —  D £ ) [W $ )Y’x ( X >/ ;Y , 'r ) ] |

Const

( t— t ) ^

exp [— k \ X Y \ ]  

| XY \n+m —

n )

m ax
a , (3

L kT’•-k \  1 n
a(3 a(3
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k est une constante positive arbitraire, \ìm est choisi dans rin te rva lle

(23)
ni , . / n-\- m

~m <  ^ < ra ln ( i ’ - r :

(m — o , 1 M —  1) ; on adm et D° W ap ~ W a^ .

Le coefficient positif const dépend du choix des constantes k et [i'm. Re­
m arque faite des inégalités (16) et (21), nous concluons Pexistence- des 
dérivées spatiales d ’ordre m <  M — 1 des fonctions (19), exprimées par les 
intégrales absolum ent convergentes

(24) D (xw) [Ù ^  (X  , 0 ] =  /  f j j  E D x '  [W $ Y' c ( X , /  ; Y, T)] Pl, (Y ,t) dYcIt

dans la région [X e E  , o <  t  <  T ] . Ensuite, en vertu  des inégalités (16) 
et (22), on conclut que les différences des fonctions (19) et des leurs dérivées 
d ’ordre m <  M —  r vérifient les inégalités (k >  b)

(2 5) D (r > [££> (X  , /)] — D(y  [UiV) (X , *)]

<  Const M e Sup | A ^ ’ "kn (Y , t  , X) —  Ai
YG E 

o <  t <  T
a|3 a(3 (Y , t , X') |

d.T

( t — T ) ^ T

k | XY | -+ 3 | YX0 | dY

I XY
.n+m  — M|x

<  Const M 0 t 1 exp \b | XXo | ] coA ( | X — X' | ) .

Pour étudier le second com posant (20), nous ferons d ’abord l’analyse de la 
densité exprim ée pa la form ule (21). Rem arquons done, en vertu  des équa- 
tions intégrqles (12), que les différences des fonctions ®ap , correspondant 
aux  valeurs X et X', vérifient le systèm e d ’équations intégrales

(26) ® $ ( X , / ; Y , t) —  = L ^ ' ( X , ^ ; Y , t)

+
* ' N

I2  Nay0 ( X , / ; Z , 0  (Z ,X. ; Y , t )  -  (Z ,n  ; Y , t)] dZ d£

où l ’on a posé

(27) N«p (X  , /  ; Y , t) =  ❖ SV.o [WJSI ’" (X , t \ Y ,  t)]

^+---+A=M
X N [A*y ‘ '■*« ( X , t , X) -  a £  ■ ■■*« (Y , T , X)]

3m # y ’' ( X , < ; Y , t )

dx* ■ • • d x n

| ^  A ^
1 <  j  <  N

a:*;■ (X , t , X) [Wj)Z>t( X , / ; Z , 0]
a* • • • a * n 1
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(23) J-a<3 ( X , / ; Y , t) =  [Nap (X  , ; Y , t) —  (X , * ; Y , t)]
t

E

* N

2  [ N $ ( x  , t  : Z , 0  - < ’>(X , t  ; Z , Q] ® $ (Z  , £ : Y , t)
Y =  i

D ’apres no tre  trava il [3], les noyaux des équations (27) vérifient ime lim i­
ta tion  à singularités faibles

(29) N ^ ( X ^ ; Z , 9 | < ; . Const exp [—- k  | XY | ]
(t_QM-* | x z  —

la constante p,* é tan t choisie arb itra irem ent dans l ’intervalle

(30) i — ^ < ^ * < 1  ; h 1 =  m in  (h  , M A ').

Il en résulte que les différences (26) s’exprim ent par les formules connues 
de V olterra

(3 0  Y , t ) — Y , t )  =  L $ ' ( X , f ,  Y , t)

Z , 0 L ^ v ( Z , 2: ; Y , t )  dZdC
X E- Y

(P est fixé) où les noyaux  résolvants sont les sommes de series absolum ent 
convergentes

(32) 9 1 ^  (X , t :  Z , Q  =  2  N i f  (X , t : Z ,C)

(NaY= N ay), les noyaux  itérés é tan t déterm inés par les relations de récurrence 

(33) N » )(v+,)( X , * ; Z , Q  =
t

N

20=1i l  ì l i  n„8 ( x , t ; n  ,s) n $ (v) ( n , j  ; z , 9  a n  ds.

Les noyaux  résolvants (32) vérifient aussi la lim itation  de la forme (29).
Pour déterm iner une lim itation  des différences (31), cherchons d ’abord 

la lim itation  des différences (28). Rem arquons done q u ’en vertu  des inéga- 
lités (22) nous aurons les lim itations de la forme

(34) | N $ ( X , * ;  Y , t ) _  N & '^ X .,* ; Y , t )  |

Const exp [— k  I XY 11 ,, _
| x ~ x

(o <  [I <  1) con ten an t explicitem ent le facteur coA mais ay an t une singularité 
forte spatiale. Or, en s ’appuyan t sur les inégalités (29), nous pouvons abaisser 
les exposants de la lim itation  (34) pour obtenir une nouvelle lim itation  des 
différences (34) qui contenait à la fois le facteur g>a ( |X— X'| ) et une lim i­
ta tion  spatiale faible.
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En effet, si coA (| A— A' | ) >  | X Y  |, alors de Einégalité (29), vraie quel 
que soit A dans l ’intervalle (—  R , +  R), il résulte l ’inégalité

(35) I N $  (X  , t  : Y , t )  — N§,'> (X  , t  ; Y , t )  |

< Const exp [—■ k | X Y | ]
| x y  — H>*)“  hi+h0 [coA( jX -X ' | ) f>

hQ é tan t une constante positive inférieure à la différence hx — M (1 —  [/.*). 
Dans le cas oja ( | A —  A' | ) << | XY | , la lim itation  (34) conduit à l ’inégalité

(36) | N $ ( X  , t  ; Y , t) —  N ^ ( X  , t  ; Y , t) j

Const exp [— k  [ X  Y | ] 
XY (* —’m»)—tiQ K d x - x ' i ) ] 1- ^

K0 é tan t un nom bre positif arb itra ire  inférieur à l’unité. En s’ap puyan t 
sur les inégalités (35) et (36), nous concluons une lim itation  à singularités 
faibles, con ten an t le facteur ooa ( | A —  A' | ) ,

(37) | N $  (X , t  ; Y , t )  —  N^> (X , /  ; Y , t )  |

Const 
(t— -r)?

exp [—- k \  X Y |]
| |m+ M ( i — f t ) — [coA( j X - X ' | ) P

où est une constante positive, fixée arb itra irem ent dans L’intervalle

(38) o <  hx =  m in ih , INO') ;

la constante pi est fixée ensuite arb itra irem en t dans T in te rv a lle

(39) 1 —  hl ~ ^  <  ?  <  1.

Nous rap p e lo is  que la constante positive k est arb itra ire  et que le facteur 
positif cqnst dépend du choix des constantes , pi, k.

L a lim itation  trouvée (37) e t l’inégalité

(40) ® $ (Z  , c ; Y , T) ! < Const exp [ k  | YZ | ]
Y2 |̂  + M(i — ja,*)—hx

de la m èm e forme que (29), donnent une lim itation  pour la fonction (28)

(4.) I # '  ( X , ; ; Y , , )  I <: [»A (| x -  V |)]‘ ‘

de la m èm e forme que (37). Nous en concluons pour la différence (31) une 
lim itation  aussi de m èm e forme

(42) | <D$(X , t ; Y  , T) (X , /  ; Y  , t)  |

< exp [ - j i .x y .i]_, .  [tóA(I * _ x' d p
(,t— t)^ 1 x y  1^+^ C1 — 1̂) —

57- —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 6.
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et ensuite, en ten an t com pte de P hypo these (16), on ob tien t pour les compo- 
sants de la densité (21) une lim itation

(43) ! (Y , T) -  $ '>  (Y , T) I <  exp [6 I Y X 0 | ] [coA ( | X -  X' | )]** .

La lim itation  obtenue et Pinégalité (22) fournit pour la difference des valeurs 
(20) et leurs dérivées (o <i m  < M  —  1)

(44) D cxw> [ t£ >  (X  , 0 ] —  D (xw) [USP (X , /)] =
t

1 2  {D x 1' [W $ Y’T (X , t  ; Y , t)] — D g0[ W ^  Y’x(X , t  ; Y , t)] } $>  (Y ,r)d Ydx
p-

f  f f f  2  D x } \W%yY,x (X , /  ; Y , T)] [$> (Y , T) _ pjP (Y , T)] dY d r

une lim itation  suivante

(45) I Dx* [UW (X , t ) ]  — D(“J [U(V) (X , /)] I

<  Const M e ? - * - -* *  exp [b | X X 0 [] [oaA(| X —  X' |) ]^  .

En rapprochan t les résu lta ts (25) et (45), on arrive à la conclusion (16') du 
no tre théorèm e I.


