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A nalisi m atem atica. — Remarques sur les problèmes aux limites 
linéaires elliptiques. N o ta  di Jacques L ouis L i o n s  et E nrico M a g e 
nes ,  presen ta ta  (#) dal Corrisp. C. M i r a n d a .

D ans une sèrie de trav au x  en collaboration [3] (l) nous avons dévéloppé 
une théorie des problèm es aux lim ites linéaires elliptiques non homogènes 
dans les espaces W s de Sobolev, en cherchant surtout à généraliser les données 
aux lim ites. Le b u t de cette  N ote est de généraliser aussi le deuxièm e m em bref  
de l ’équation A u  =  f  que Ton considère, to u t en re stan t dans le cadre des 
espaces L^.

1. Soit £2 un ouvert borné de R w; e t soit E  (fi) un espace vectoriel topo- 
logique locaiem ent convexe separé de d istributions sur £2 qui contient l’espace 
2) (£2) (des fonctions indéfinim ent différentiables à support com pact dans £2 
m uni de la topologie habituelle de L . Schw artz [12]), 1’injection de 3) (£2) 
dans E (£2) é tan t continue; on suppose que 3) (£2) rìest p as dense dans E  (£2). 
O n désigne p ar A  un opérateur linéaire tei que

(1.1) A soit un isomorphisme (algébrique et topologiqué) de E (£2) sur (£2)

(p réel >  1 , (£2) espace des fonctions de puissance ^ -è m e  sommable dans
£2 m uni de la norm e habituelle). On a alors par transposition que Vadjo in t

A* de A  est un  isom orphism e de L^' (£2) j—- -f- =  1̂  sur E ' (£2) (espace

dual de E  (£2)), c’est à dire: pour to u t L  G E ' (£2) il existe u  unique dans 
U '  (£2) telle que A* u  =  L  , i.e.

(1.2) (u , Av) =  (L  , v) t z / € E  (£2)

où Ton pose (9 ,4 0  =  j  9 (x) 4* (x) dx  et ( ,  ) désigne la duali té entre E (£2)

e t E ' (£2); en ou tre  u  depend continum ent de L.
Soit m ain fenan t K? (£2) (i — 1 , • • - , r  , r  fini) un  espace vectoriel topo- 

logique locai em ent convexe separé de distributions sur £2 tei que

(1.3) E  (£2) c  R  (£2) Vinjection de E (£2) dans K,* (£2) étant continue\

(1.4) 3) (£2) est dense dans K,* (£2)

(c’est à dire K*- (£2) est un  espace norm al de distributions).

(*) Nella séduta del 12 giugno 1962.
(1) Nous désirons remercierici le C.N.R. italien (gruppi n. 9 e 12 del Comitato Naz. 

per la Matematica), les Relations Culturelles franco-italiennes, les Universités de Nancy 
et de Pavia qui nous ont permis cette collaboration.
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On peu t alors identifier le dual K'- (£2) de K* (£2) avec un  espace de 
d istributions sur £2 de fagon que, 3)' (£2) é tan t Fespace des d istributions, on a

(1.5) Ki (£2) C (£2) e t Ki (£2) c  E ' (£2) (injections continues).

Alors pour i  fixé et pour to u t ki e  Ki (£2) il existe m  unique dans U ’ (£2) 
telle que A* m  =  k ) .

O n peut m ain tenan t définir la «somme» Ki (£2) - f  • • • +  K) (£2) des Ki (£2) 
comme suit: on considère l’application (k\ , k 2 , • • •, kr) —->kx +  k* +  • • • +  k r 
de Ki (£2) x K) (£2) x  • • • X K) (£2) dans 2)'(£2) et on désigne par Z le noy
au de cette application: Z =  { (kx , • • •, kr) : k x +  • • • +  kr =  o } ; Z é tan t 
fermé, on pose alors par définition

(1.6) Ki (£2) -f- • • • +  K) (£2) =  (Ki (£2) x • • • X K) (£2))/Z (espace quotient).

Chaque élém ent /  de Ki (£2) +  • • • +  K) (£2) p eu t ètre identifié avec 
une d istribu tion  sur £2, somme de d istributions ki e K i (£2) , i  == 1 , • • •, r ; 
f  =  k x +  • • • +  kr ; e t I5on a aussi

(1.7) Ki (£2) -f- • • • -j- K) (£2) c  E ' (£2) , 1’injection é ta n t continue.

On p eu t alors en déduire le
ThÉORÈME i . i . -  Sous les hypotheses fa ites , pour tout f  e Ki (£2) -)-••• +  

+  K) (£2) il  existe u unique dans L^' (£2) telle que

(1.8) A* u  =  f  d  est à dire telle que

(1.9) ( u , Av )  =  ( f , v )  Vt z;gE (£2)

et u depend continùment de f .
II suffit en effet, si f  =  k x +  • • • -j- kr , ki e  Ki (£2), de résoudre les équa- 

tions A* Ui — ki i =  1 j - - • ,r ,  e t puis poser u =  ux +  • • • +  ur ; l’unicité 
découle de (1.2).

Remarque 1.1. -  Le fait que 3) (£2) soit dense dans chaque K* (£2) ne
r

sem ble pas en tra iner que 3) (£2) soit dense dans D K,* (£2) (2).
1=1

2, On peu t donner des applications du théorèm e 1.1 aux problèmes aux 
lim ites pour les opérateurs différentiels linéaires elliptiques ou paraboliques. 
Nous nous bornerons ici au problèm e de D irichlet pour les équations ellip
tiques,; m ais on peu t les généraliser aux problèmes aux lim ites étudiés dans 
[3], [4 l, [6].

On supposera m ain ten an t pour simplifier que £2 est un  ouvert borné 
de frontière V indéfinim ent différentiable de dimension n -— 1 , £2 é ta n t d ’un 
seul coté de T. Si e  £2 on pose p (x) =  d istance de x  à V e t on in trodu it 
une bande B c£ 2  définie par

B =  { x  : x  e £2 , o << p (x) << pc } , p0 positif ,fixé.

(2) M. L. Schwartz nous a fait part d’exemples d’espaces F* , i = 1 , 2  tels.que 3) (£2) 
soit dense dans chacun d’eux et ne l’est pas dans F if ìF 2 . Nous ignorons ce qu’il en est dans 
la situation present, sur les exemples d’espace Ki (Q) que nous construirons ci après.
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Si p0 est suffisamm ent p e tit on peu t recouvrir B à Faide d ’un  systèm e de 
cartes locales comme suit. D ans Ry , y  =  (yx , • • •, y n) on pose

( n—1 )
c  =  )y'- 2  y ] <  1 > — 1 < y * <  1 , C+ =  { y : y e C , y „ > o }

C0 = { y : y e C , y n =  o} .

On considère una  farmile finie d ’ou verts 0,*, i  =  1 , • • •, v , tels que pour 
chaque i  il existe un  hom éom orphism e x  — > 0; (x) de 0,* sur C indéfinim ent 
différentiable et à Jacobien =|= o , satisfaisan t à

(a) 0* applique 0 * n O  sur C + et 0 n T  sur CQ ;

(b) si 0* =  { 0,•,!,•••, ®t,n } , alors 0*> (x) =  p (x) pour oò e  0*0  £1 ;

(0  B C  Ù (f tO O ) ;
i— X

(</) 0* e t 0y , si 0 ,* n 0 y = |= 0 , satisfon t aux conditions habituelles de 
com patibili té sur 0 * O 0 y (3).

On supposera connus les espaces W s>p (Ù) e t W s>p (T) (cf. p a r ex. [3, III] 
où [9]) pour p  réel >  1 e t ^ réel quelconque: dans le cas .ren tier >  o W s,p (Q) 
est Fespace habituel de Sobolev des distributions u  sur Q telles que 

u  e YJ (Q) pour \ k \ <  s .
On considère dans Q un  opérateur différentiel linéaire d ’ordre 2 m

K u =  2  (—  i)I*ID *(«m D*w) (4)
I k j , | h | <  m

à coefficients indéfinim ent différentiables dans Q =  O i j T , qui soit elliptique 
dans O et F on suppose que

(2.1) A  est\ un isomorphisme de W 2m>j5 (O )n W r^ (H )  sur Fp (Ò) .

L ’hypothèse (2.1) signifie done que le problèm e de D irichlet homogène

A u =4 /  dans Q , yy u =  o sur F , j  =  o , •. • •, m  —  1

(yy dérivé d ’ordre j  selon la norm ale in térieure à Q sur T) est résouluble de 
fagon unique dans (Q) pour chaque / e  U> (fi). On connait des conditions
algébriques sur À  pour que cette hypothèse soit vérifiée (cf. par exemple
[3, IH])-

(3) C’est à dire: il existe pour chaque i  et j  un homéomorphisme J /y , indéfiniment 
différentiable et à Jacobien positif, de 0*- (0,-n0y) sur 0y (<£),• n0y) tei que 0y (x) =  J/y (0* (.x)) 
^ x G & i d O j .

U
(4) k =  (kx , • • •, kH) , ki entier >  o , | k | =  kx H----- +  kn ; T*k u =  — 7-------—j ~

dxp • • • dxnn
u — u. On pourrait évidemnement améliorer les hyppothèses de différentiabilité 

sur les coefficients et aussi sur Q.
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On peu t done appliquer les rem arques générales du n. 1; dans ce cas 
E (Q) — W 2 ( f i) n  (fi) (espace de Banach, m uni de la norm e de 
W 2^  (fi)) et il fa u t  chercher des espaces K,-(fi) tels que (1.3) et (1.4) soient 
vraies. E videm m ent on peut p rendre (O) et W™,p (fi); c’est ce que nous 
avons fa it dans [3].

Nous donnerons dans les prochains numeros d ’autres exemples d ’espaces 
K,- (fi) égalem ent intéressants.

3. Un premier exemple est Vespace W™+ î!p),p (Q) (adhérence de 3) (fi) dans

L ’hypothèse (1.4) é tan t evidem m ent verifiée, il fau t dém ontrer seule- 
m ent que

(3.1) W 2”>* (fi)P iW o ,P ( f i)C W o+{l,P),P (fi) , r injection é tan t continue. 

Nous dém ontrerons un peu plus, a savoir:

(3.2) W OT+I’i>(D ) n W r ’i>( 0 ) c V C +(lM)’i>(n), l ’injection é tan t continue,

d ’où évidem m ent résultera (3.1). Désignons par F  (fi) Pespace norm é (non com- 
plet) des u  e W m+I,p (Q )n W o ’̂ (fl)  , m uni de la norme de W w+(l/^  (fi); (3.2) 
sera dém ontré si oh aura la

Prop. 3.1: 3) (fi) est dense dans F  (fi).
Demonstration:

1) On peut se ram ener au cas où Q coincide avec R+ =  { x  : xn >> 0}
par un système de cartes locales et une partition  de Punité associée (par ex. 
on peut utiliser les cartes locales introduites au n. 3). Il fau t rappeler aussi 
pour cela Pinvariance des espaces (fi) par homéomorphismes (cf. par
exemple (1.6) de [3, IV]).

2) Soit done O =  R+ et v une fonction de F  (R+). Soit b (t) une fonction 
indéfiijiiment différentiable dans [o , -f- oo[ , à support com pact, avec b (o) =  1 . 
E t soit (t) une fonction indéfinem ent différentiable dans ]—  00 , - f  00[, ■= o 
]bour t  <L o , == 1 pout t  >  1. Introduisons u(pc , t) — b (t)v (oc) et ui (x , f) ■ =  
=  u  (4:, t) 0/ ( x , t) pour x  e R+ , t  e  [o , +  o o [ , /  =  1 ,2  , • • •, où 0/ (x , t) =  1 si 
x  € R^_ ) t dzò: 2// e t si x n ~>2 jl —  t ì o < t < 2 \ l ;  0/ ( x yt) — ^ [Kxn-\- t— 1 //]) 
si o < x n <  2// —  t  y i \ l < t < 2 \ l  et si 1 / / — t < x n <  2// —  t , o < t  <  1 // ; 
0 / ( i p )  =  o si o < i „ < i / / - — t , o <  t <L 1 / / .

3) ui (x , t) demeure dans un ensemble bornè de W  (J> , oc ; W w+I^  (R+) ,
W m’p (R+)) , ‘ a =  1 — 2lp O.

(5) W ( p , K ; W m+1’* ( Rn ) } W m’p (Rn )) est l’espace des fonctions u ( x , t ) , x e  R*
t  g [o , +  00 [ , pour les quelles soit fìnie la norme 

+  00

\u\\ — max { 3 u (x , t )
dt

dt
*IP)

cf. [3, III].

Wm‘* (R̂ _)
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Comme - et que 0/ (x , t) est constante par rapport a X i , z -|= ,

il suffit de dém ontrer que, si le support de b (t) est contenu dans [o , tQ] :

p
(3.3) j t ° * j  D *v(x) dx dt <C cx (cx indépendante de /)

pour k et i  tels que
Pour i  =  o, comme | 0/ 1 <  1 , (3.3) suit du fait que v e  W m+I’̂  (R+) et

3* 0/ (x , t)
3P

c2 /* (V2 indépendanteque ocfi =  P — 2 >> — 1 . Si z >  o comme

de /) et que - --- -  a son support contenu dans la bande o <  xn <C 2[I. o <Zt < 2 / / ,  

on a

(3-4) ^ v (x) 3*6/ (*,/)
2//

3.P * * * ' • »  I *

où S/ est la bande o <! #* <C 2// de R+ et c3 est indépendante de /. 
M ais on a, si 1 k 1 -j- i <1 m  -|- 1 et i  7> o

(3.5) J  | D k v (x) | * dx <L {cA indépendante de /).

s/

En effet comme v e (R+) , D A v (x) , pour \h \ <  m  —  1 , a sa trace nulle
pour x n ~  o et alors on a la m ajoration

(3-6) D h v (x) \p dx =  <  2P l~ p 3D  ̂v (x)
dxn dx  ;

par contre si | ^  | — m  , comme v e W m+I,p (R+) , (6) on a

(3-7) j  \ D^ v (x) \p dx <  c5l~ 1 (c5 indépendante de /).

à/

E t alors en u tilisan t (3.6) et (3.7) de fagon réitérée on trouve (3.5). De (3.4) et 
(3.5), comme, afi =  f i —  2, on a to u t de suite (3.3), c. q. f. d.

4) Rappel ons m ain tenan t (cf. [3 , III], définition de T  (fi , oc ; XG , X x) 
et Prop. 2.4) que (R+) est Pespace des traces pour t  =  o des fonctions
t~+u (x , t) appartenantes à W  (fi , a ; W *+1,i> (R+) , (R+)) , * l’application

(6) Il exiète alors sur chaque iperplan xn =  const, la trace de T)h v {x) et l’on a

jj | D "  7J (X i  j • * • ,  Xft—  i  , x f i j  | P d x  1 j • • • , dX n  —  i ^  C 11 V | 1 ìP

R« —I
( R + )

c indépendante de xn .
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u (x , t) -> u (x , o) é tan t continue; done de 3) on déduit que l ’on peut extraire 
de ut une suite uj tei le que uj (x , o) -> u (x , ó) =  v (x) , faiblement dans 

et (jonc dans p  (R+) , pour y  -> 00 .
On en déduit que l ’espace F  (R+)n<S'(R+) des éléments de F (R + ) à 

support com pact dans R+ est dense dans F  (R+). E t alors par régularisation 
sur les éléments de F  (R + )n £ '(R + ) , m ain tenant possible (voir aussi la 
Prop. 1.2 de [3, III]), on voit que © (R+) est dense dans F  (R+), d ’où la 
Prop. 3.1.

Remarque 3.1. -  En fait on peut m ontrer que W w+l/Ai* ( f l )n  (f£) =  
=  W o+l/p,p(p),  ce qui complète la Prop. 5.1 de [3, V].

4. D ’autres exemples d ’espaces K* (Q) peuvent etre obtenus en u tilisan t 
le théorème d ’injection de Sobolev (cf. par exemple [12]).

En appliquant m  fois ce théoreme on obtient que W 2^ ( Q ) c W m>?(0 )

avec ~  == — — si n >  mp  et q fini quelconque si n < m p \  et alors on a

(4*0 W  (fì)D  (O )c  (D) V injection é tan t continue.

W r*  (fi) est done un espace K* (Q).
M ais on peut aussi utiliser le théorème de Sobolev et les considérations du 

n. 3; par exemple, en app liquan t m — 1 fois le théorèm e de Sobolev, on 
obtient

(4.2) W , " ,> ( Q ) n w r ,>(Q )c W * + I , ,( Q ) n V C , (Q)
I I fn — I

avec — =  — —  — - —  si n^> (m  —  1) p  et s fini quelconque si n < ( m  —  1) p  ; 

e t alors de (4.2), grace à (3.2) (avec au lieu de p)  on déduit

(4.3) w m’p (Q )n w r *  (Q )c w : +iis’s (Q ).

Cet espace W Q +  ̂ ’ (Q) est encore un autre exemple di' espace K* (fi) different 
spit du W o +l/P,P (f2) du n. 3 soit du W o ’q (Q) precedent.

5. ' U n  au tre  exemple repose sur les espaces avec « poids ». Avec les n o ta 
tions du n. 2, on considère la famille d ’ouverts 0 t*, i =  1 , • • - , v ; soit {(3*}

V

une partition  de Punité associée: ^  (3* (x) =  1 sur u  0 ,*, (3* indéfiniment dif-
A p *=I 2 = 1

férentiable sur R” et à support dans Si u est une fonctions définie sur O, 
on in trodu it la fonction <D* u  sur C+ par: O i U {y) — (p,- u) (0 7 1 (y)) , où 
0 7 1 est l ’homéomorphisme inverse de 0*-. On désigne par QI l ’ensemble ouvert 
des x e Q .  tels que p (x) >  (1/2) pc , et on pose la

Definition 5.1. — On désigne par tJC (O) P espace des u tels que

(5 ■ I) « e w r * ' ( t y n  w * (£2) ; (7)

(7) Wj20̂ ’̂ (£l) c’est l’espace des u qui sont dans W2W’̂ (a) pour chaque houle <7 telle 
que o e f i
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(5.2) Dk' 22 G I>  (C+) pour tout k' =  (kx , • • •, kn _  j , o) avec \ k' | < 2  m \
-)2. m

(5-3)

z =  1 v , m uni de la norme

(5*4) ||«||ft(Q) = 22 lww’̂ (Q) -f- IJ 22 il P
llW2m’̂ (QI) +  2 2I k' I <2.m T>k' <t>, u  ||l^ (C+) +

, I, » - *  32m0>i U ni>
+  » *  - ^ r - W +,

C ’est un espace de Banach réflexif; en abrégé on peut dire que c’est 1’espace des 
u G W o ’P (£2) O W i 0T P (£2) tels que les dérivées « tangentielles » d ’ordre < 2  m  
sont dans i f  (£2) et -D2Qm u  G 1 /  (B) , D 2W désignant la derivéé d ’ordre
2 m  par rapport à la norm ale a Y — est le « poid »).

Remarque 5.1. -  Les espaces avec «poids» ont été utilisés par de très nom- 
breux auteurs, cf. le rapport [9], où Ton trouverà d ’autres indications biblio- 
graphiques; dans les problèmes aux limites des espaces avec poids on été utilisés 
aussi dans [7] et [8]; pour des propriétés de traces, cf. [13], [2], [10].

SÌ (£2) est aussi «dissym étrique» par rapport aux variables «tangentielles» 
et « norm ales »; pour d ’autres espaces dissymétriques cf. [3, I], [1].

Remarque 5.2. -  On vérifie que JC (£2) ne dépend pas de pQ et du système 
de cartes lopales choisies, un changem ent de pD et des cartes locales donnant 
une norm e equivalente à (5.4).

On va verifier que St (fi) ainsi défini satisfait à (1.3) et (1.4). Evidemme- 
m ent on a Pinclusion W 2 m’p (£2) D W™’P (£2) C Si (£2).

II nous fau t m ain tenan t dém ontrer que 3 ) (£2) est dense dans Si (£2); on 
a avan t tou t le

LEMME 5.1. -  Soit E  un espace de Banach réflexif. On désigne par  X 
V espace des fonctions t u (f) appartenantes à i f  (o , 1 ; E) telles que 
u(m) G i f  (o , I ; E) et tx u f  m) e  i f  (o , 1 ; E) avec p  >  1, X =  m  —  i/p et

(5-5) u  (°) =  u (o) =  • • • — u(m~ x) (o) = 0

( 5 -6 ) 22(1) =  u  (1) =  . .  • =  22{2 " “ i ) ( i )  =  0 .

M uni de la norme

( S - 7 )  II *  l[x  =  { II  » "  i l { , f c „ l B  +  I l ' V " ’ I l f » , . , , , , , } ' "

d est un espace de Banach, dans le quel Vespace 3 ) (o , 1 ; E), des fonctions indé- 
finim ent differentiables à support compact dans ]o , 1 [ et à valeur dans E, est 
dense.

Demonstration. — Soit 22 -> L (22) une forme linéaire continue sur X telle 
que L  (9) =  o •¥ (p G O (o , 1 ; E) . On veut m ontrer que L  (22) =  o V u  G X . On a
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d ’après un théorème de Phillips sur le dual de 1/  (o , 1 ; E) et un corol- 
laire connu du théòrèm e de H ahn-B anach:

I

(5-8) L (u) =  j +
o

/ e t  g e l / '  (0 , 1 ;  E ') , E ' dual de E ' , ~  +  —  =  1 ,

d ’où, puisque L  (9) =  o, Ton déduit

(5 -9 ) ( - i ) w/ w  +  / V f - >  =  o .

Si Ton pose
t

(5 -IQ) A ( 0  =  - ^ — r
o

et l’on intègre (5.9) 2 m  fois entre o et t, on a

(S-II) tkg ( t ) + - ( — i)mk( t )  =  aB +  a1t +  - - - + a am- I tam- t , a v e c « e E \

No tons que, en u tilisan t m  fois une inégalité bien connue de H ardy, on 
a t~ m h (t) g l / '  ( 0 , 1 ;  E ') et done

(a0+ai t  +  • • • + aamtam- 1) ^ g  (t) +  (— 1 )mf lp ( t~m h ( * ) )  e  1 /  ( o , 1 ; E ' ) .

O r ^  ^  (a/ tJ) G 1 /  ( 0 , 1 ;  E ') si j  — m , m  1 , 2 m  —  1 ; done
/  ^  (aQ +  \ax t  +  • • • +  a™ — 1 tm z) G 1/  (o , 1 ; E ') . Pour e G E quelconque,

m —  x

posons ocy =  , *) , & (*) =  2  a/  ^  ; alors t{xìp)~ m <91 (V) g (o , 1). Mais
y=o

si a / )  n ’éta it pas =  o, on aurait j&(#) | ^  ctm~ z dans [0 ,4 ]  avec o < 4 <  1
io

e t <r=p' o , done j d t< ^o o , ce qui est absurde car (^- —  fi' =  —  i . 
0

Done on a aQ =  • • — o et (5.11) devient

( 5.12) r ^ g (t) +  (—  1) - r mh(t) =  i0 +  òl t +  - - - + 6m- t r - \  b , e e \

En u tilisant (5.12), L  (u) devient
1

(5.13) . L ( u ) = j { ( f , é m)) +  <(— i)M+Ih , u ÌBmì) } d t  +
o

m — 1

+  2
J=o

il

M ais /P+'K i / ni)dt — o pour j  =  o , • • - , m  —  i grace à (5.5) et à (5.6); reste
O

d ’après (5.13)
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i i

(5.14) L  (u) =  J</> ™(m)) dt  +  (— 1 )m+Ij  (h , u ^ m)) dt  =
o o

X I

=  lim j f dt  +  (— lT +If  {h , •
e  e

En posant =  v et en in tégran t par parties, on a

L  («) =  lim [ ( -  1)- {h (e) , o(— I} (e)> +  ( -  1 )m~ \ k '  (s)', (e)> +  ■ • •
8 ~>0

et il reste à m ontrer que

(5.15) lim  {hU) (e) , (s)) =  0 j  =  o , 1 , • • •, w  —  1.

O r

/

AW)(0  =  /
/ /   nW— X— j
\ ------ ì-------  /  ( t )  done{m— 1 —7) ! y '

(5.16)

Puis

l* ('> (o  he, <  ^  ( f ( t - x)— — > 4 " f  /  h / ( t )  11̂ ;4 ^

<  2̂ im—j — 1 + (1 IP) (c1 et c2 constantes).

v{m x) (/) =  —  / d m) (r) d  =  —  I vKm) (t) t d ’où

1/̂
T ^ V t )  < L c z t

-IP’ — ̂  + (1 !P') _  c j—m +1

Ensuite

z/w 2) (/) = . —  / z/w i; (t) d'i done(m —  1)

Il v(m 2) (t) ||E <  c4t  w+2 et en géneral

(5.17) Il (if) ||E <  Cj+T t~ m+J+* (cJ+l constante) j  =  o , 1, • • •, m  —  1.

De (5.16)' et (5> 17) ón déduit (5.15), c. q. f. d . (8).
En u tilisan t le lemme 5.1 on peut m ain tenant dém ontrer la 

Prop. 5.1. ©(£2) est dense dans Si (£2).
Demonstration. -  Par cartes locales et partition  de l’unité associée on est 

ram ené à approcher u pour to u t i  =  1 , • • •, v , u  e tan t donné dans Si (£2),

(8) La démonstration précédente a quelques points communs avec une démonstra- 
tion donnée dans E. T. Poulsen [io].

56. —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 6.
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par une suite d ’éléments de 0  (C+) (espace des fonctions indéfinim ent diffé- 
rentiables et à support com pact dans C+) pour la norme

( 5 . 18). || v  (C , ) 2  I
• I k' I < 2  m

Dk'v Il^(C+) + y n dy2J n L (̂C+)

Or la fonction u est — o au voisinage de 3C+ —  CD (3C+ frontière de 
C+); on pent done régulariser en y  =  ( y 1 , • ■ •, _yw_ I) et <1̂  u est lim ite au 
sens de (5.18) de ses régularisées en y  .

Alors on est ram ené à approcher une fonction v (f) telle que

V (t) , v(m) (t) , tm~ l/j>V(am) (t) e L # (o,  1 ; (C,))

I entier arb itra irem ent grand, Ct ouvert tel que Q c C o  > y n — C et vérifiant 
(grace aussi au fait que « ' 6 ^ ( 2 ) ) :

v =  o au voisinage de t  =  1

. »  (O) =  V (o) (o) =  o .

On est done dans les conditions d ’application du lemme 5.1; il existe une suite 
de <py e ®  (o', 1 ; (Cx)) tels que lim <py =  v dans l /  (o , i ; W*0’p (Ct)). On

j->oo
peut enfin prolonger cpy par zèro hors de Q  et régulariser en y  en restan t 
toutefois avec le support dans C0. On a ainsi trouvé une suite de Yy e  ®(C+)  
tels que Y y -> ® ju  par (5.18) et la Prop. 5.1 est demontrée.

Remarque 5.3. -  En u tilisan t un théorème (voir [5] et [13]) sur les espa- 
ces avec poids on trouve que JC(£2) c Vsfm+̂ p),p (fi) et done grace à la Prop. 5.1 ? 
Si (£2) c  W o +^ ^ ’P (Q)] on trouve done encore la relation (3.1). II fau t toutefois 
noter q u ’au n. 3 nous avons dém ontré une proposition (la Prop. 3.1) différente 
et plus précise que (3.1), de la quelle on à déduit aussi la relation (4.3).

6 t CONCLUSIONS. -  Si Ton applique m ain tenant le Théorèm e 1.1 à l’ope
ra  teur.différentiel A  du n. 2 en p renant les espaces Ky (£2) des n. 3, 4 et 5, on 
òbtien t des résu ltats nouveaux sur le problème de Dirichlet

(6.1) A* u = f  , Yyu  — o j  — o » * * * > m  —  i

où A* est ici l ’ad joint form el de A  c’est à dire

(6 .2) A * ^ =  £  (— I)'4'D* (di, D*«).
] k  | | h | < m

En effet on peut prendre /  appartenan t à (£}) <9-). ou à (£2)
ou à (£2) ou à SV (£2) |duals respect, de Wq +^^*p (Cl) , W^*^(£2) ,

^m+(iis),s ^  =  — i 9 et de Si (£2 ou encore à leur «somme» au

sens dju n. 1; de l ’equation (i.9)*on déduit alors A* u  —/  au sens de distribu
tions sur £2, où A* est l ’opérateur (6.2), qui est également elliptique. Mais on

(9) Dans le cas fi =  2, cette remarque est due a L. Schwartz.
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peut aussi déduire de (1.9), en appliquant les théorèmes de traces que nous 
avons données dans [3] et [6], que Ton a y \u  =  o au sens de (T).

E t par les mèmes m éthodes que dans [3] et [6] on peut aussi résoudre 
le problème de D irichlet non homogène

(6.3) A* u = f  , YJ- u = g y j  =  o , • • •, m —  x

avec (T) e t / d a n s  un quelconque des espaces indiqués ou
dans leur « somme ».

Il fau t no ter la grande généralité que Ton peut donner à / ,  par exemple si 
/  =  2  (x) y¥ k (x)) avec Wk (x) e  (O) alors /  e  Si' (fi). Du point

| k | = 2  m

de vue des hypothéses sur / o n  généralise ainsi des resultats antérieurs (voir [3] 
et pour le cas d ’une équation de deuxième ordre en deux variables [11] où /  est 
supposé infime au voisinage de T au plus comme avec [Ji<  2; voir aussi 
pour p  =  2 [8]).
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