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Analisi matematica. — Remargues sur les problémes aux limites
linéaires elliptiques. Nota di JacQUEs [ ouls LLiocns et ENRIcO M AGE-
NES, presentata @ dal Corrisp. C. MIRANDA.

Dans une série de travaux en collaboration [3] ® nous avons dévéloppé
une théorie des problémes aux limites linéaires elliptiques non homogenes
dans les espaces W*:? de Sobolev, en cherchant surtout a généraliser les données
aux limites. Le but de cette Note est de généraliser aussi le deuxiéme membre f
de I'équation Az = f que l'on considére, tout en restant dans le cadre des
espaces L7,

1. Soit Q un ouvert borné de R”; et soit E (Q) un espace vectoriel topo-
logique localement convexe separé de distributions sur £ qui contient I’espace
D () (des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans Q
muni de la topologie habituelle de L. Schwartz [12]), I’injection de 9 (Q)
dans E (Q) étant continue; on suppose que D (Q) #’est pas dense dans E (Q).
On désigne par A un opérateur linéaire tel que

(1.1) A soit un isomorphisme (algébrique et topologigue) de E (Q) sur 12 (Q)

(p réel > 1,12 (Q) espace des fonctions de puissance p—eme sommable dans

Q muni de la norme habituelle). On a alors par #ransposition que I'adjoint
I

A* de A est un isomorphisme de L#' (Q) (% + 5= I> sur E’ (Q) (espace
dual de E (Q)), c’est a dire: pour tout L e E’'(Q) il existe % unique dans
L# (Q) telle que A*»% =1, i.e.

(1.2) (u, Av) =L ,7) voveE Q)

ot 'on pose (o, ¢) =j o (%)Y (x)dx et (,) désigne la dualité entre E (Q)
)
et E' (Q); en outre # depend contintiment de L.
Soit maintenant K; (Q) ( =1,---,7, 7 fini) un espace vectoriel topo-
logique localement convexe separé de distributions sur Q tel que

(1.3) E Q) CK: (Q) linjection de E (Q) dans Ki (Q) étant continue;
(1.4) D (Q) est dense dans Ki ()

(c’est a dire K; (Q) est un espace normal de distributions).

(*) Nella séduta del 12 giugno 1962.

(1) Nous désirons remercierici le C.N.R. italien (gruppi n. 9 e 12 del Comitato Naz.
per la Matematica), les Relations Culturelles franco-italiennes, les Universités de Nancy
et de Pavia qui nous ont permis cette collaboration.
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On peut alors identifier le dual K;(Q) de K, (Q) avec un espace de
distributions sur Q de fagon que, 9’ (Q) étant I’espace des distributions, on a

(1.5) Ki@QCd (Q) et K;(QCE (Q) (injections continues).

Alors pour 7 fixé et pour tout 4;eK;(Q) il existe % unique dans L# (Q)
telle que A%z = £;.

On peut maintenant définir la «<somme» K; (Q) + - - -+ K, (Q) des K} (Q)
comme suit: on considére l'application (&:,4,, -, &) —>& + £, -+ -+ &,
de Ki (XK, Q)X - XK, (Q) dans 9 (Q) et on désigne par Z le noy-
au de cette application: Z = { (&, -, &): &+ -+ b =0}; Z étant
fermé, on pose alors par définition

(1.6) Ki( Q)+ - 4+ K Q=K QX -xXK,(Q)/Z (espace quotient).

Chaque élément f de K;(Q) +- -+ K, (Q) peut étre identifié avec
une distribution sur Q, somme de distributions £e€K;(Q),i=1,---,7;

f=4F +---+ £ ; et 'on a aussi
(1.9) Ki(@Q +-- -+ K, (QCE (Q), VDlinjection étant continue.

On peut alors en déduire le
THEOREME 1.1. — Sows les hypothéses faites, pour tout fe XK, (Q) +-- -+
+ K, (Q) 4l existe u unique dans 1Y (Q) telle que

(1.8 A*u=/f  Cest a dire telle que
(1.9) (u, Av) = (f, ) YreE(Q)

et u depend continiiment de f.

Il suffit en effet, si f = £, +---+ &, £ € K;(Q), de résoudre les équa-
tions A*w; = Ay i=1,---,7, et puis poser # = #, +- -+ #r; 'unicité
découle de (1.2). -

Remarque 1.1. — Le fait que 9 (Q) soit dense dans chaque K; Q) ne

semble pas entrainer que D (Q) soit dense dans N K (Q) .

2. On peut donner des applications du théoréme 1.1 aux problémes aux
limites pour les opérateurs différentiels linéaires elliptiques ou paraboliques.
Nous nous bornerons ici au probléme de Dirichlet pour les équations ellip-
tiques; mais on peut les généraliser aux problémes aux limites étudiés dans
[31, [4], [6].

On supposera maintenant pour simplifier que Q est un ouvert borné
de frontiére I' indéfiniment différentiable de dimension 7z — 1, Q étant d’un
seul coté de I'. SixeQ on pose p(x) = distance de x & I' et on introduit
une bande BCQ définie par

B={x:2eQ,0<p(®) <p}, po positif fixé.
(2) M. L. Schwartz nous a fait part d’exemples d’espaces F;,7 = 1,2 tels.que D (Q)

soit dense dans chacun d’eux et ne I’est pas dans F: N F, . Nous ignorons ce qu’il en est dans
la situation présent, sur les exemples d’espace K; (Q) que nous construirons ci aprés.
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Si p, est suffisamment petit on peut recouvrir B 4 I'aide d'un systéme de

cartes locales comme suit. Dans R} ,y = (3., -+, ¥,) on pose
C=y:2.y;<1:_‘l<yn<l , Ci={y:9eC,y, >0}
‘ J=1I /

Co={y:yeC,y,=0}.

On consideére una famille finie d’ouverts O;,7=1,---,v, tels que pour
chaque ¢ il existe un homéomorphisme x — 0; (x) de 9; sur C indéfiniment
différentiable et a Jacobien ==o0, satisfaisant &

(@) 0; applique O:NQ sur C, et ONT sur C,;
(6) si 0; = {06;.,---,0,,}, alors 0, (x) = ¢ (x) pour xe ;NQ;
© BC U@©NQ);

(@) 0: et 0;, si ©:NO; =@, satisfont aux conditions habituelles de
compatibilité sur ©;N9; O,

On supposera connus les espaces W*:2 (Q) et W=# (I') (cf. par ex. [3, III]
ou [9]) pour p réel > 1 et s réel quelconque: dans le cas s entier > o W2 (Q)
est l'espace habituel de Sobolev des distributions # sur Q telles que
D*uel?(Q) pour |£2| <.

On considére dans Q un opérateur différentiel linéaire d’ordre 2

Au= ¥ (—1* D@D u)®
2[4 <m

a coefficients indéfiniment différentiables dans Q=QuT', qui soit elliptique
dans Q et I'on suppose que

(2.1) A est un isomorphisme de W22 (Q)NAWo? (Q) sur 12 (Q).

L’hypothese (2.1) signifie donc que le probléme de Dirichlet homogene

Au=f dans Q , ~yu=o0 sur I, J=0,,m—1

(y; dérivé d’ordre 7 selon la normale intérieure & Q sur I') est résouluble de
facon unique dans W22 (Q) pour chaque f € L# (2). On connait des conditions
algébriques sur A pour que cette hypothése soit vérifiée (cf. par exemple

[3, IIID.

(3) C’est a dire: il existe pour chaque 7 et 7 un homéomorphisme J;;, indéfiniment
différentiable et & Jacobien positif, de 0; (9;N9;) sur 0; (9;N9O;) tel que 0; (x) = J:; (0; (x))
FTrednd;.

. Ly

(4) A= (fx, --, k), %; entier >0, |k|=Fli+- -+ fy; Dibu= m
D©° 19y — 4. On pourrait évidemnement améliorer les hyppotheses de différentiabilité
sur les coefficients et aussi sur Q.
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On peut donc appliquer les remarques générales du n. 1; dans ce cas
E(Q) = W"?(QNW2?(Q) (espace de Banach, muni de la norme de
Wam.¢ (Q)) et il faut chercher des espaces Ki (Q) tels que (1.3) et (1.4) soient
vraies. Evidemment on peut prendre L# (Q) et W27 (Q); c’est ce que nous
avons fait dans [3].

Nous donnerons dans les prochains numeros d’autres exemples d’espaces
K; (QQ) également intéressants.

3. Un premier exemple est Despace Wi +CP7 (Q) (adherence de D (2) dans
WrGl2):5 (Q)).

L’hypothése (1.4) étant évidemment verifide, il faut démontrer seule-
ment que

(3.1) W=z QAW (Q) c W7 (Q) | Pinjection étant continue.
Nous démontrerons un peu plus, & savoir:

(3.2) W"2(QNWZ?(Q)c W22 (Q), injection étant continue,

d’oti évidemment résultera (3.1). Désignons par F (Q) 'espace normé (non com-
plet) des » e W”? (Q) N W2*? (Q), muni de la norme de W”%?:?(Q): (3.2)
sera démontré si oh aura la

Prop. 3.1: D (Q) est a’eme dans F (Q).

Démonstration:

1) On peut se ramener au cas ol Q coincide avec R} = {x:x, >0}
par un systéme de cartes locales et une partition de l'unité associée (par ex.
on peut utiliser les cartes locales introduites au n. 3). Il faut rappeler aussi
pour cela l'invariance des espaces W+<? () par homéomorphismes (cf. par
exemple (1.6) de [3. IV]).

2) Soit donc Q =R’} et v une fonction de F(R’.). Soit 4 (#) une fonction
indéfiniment différentiable dans [o, 4+ oo[ , & support compact, avec 4 (0) = 1 .
Et soit ¢ (#) une fonction indéfinement différentiable dans ]— oo, + co[, =0
pour ¢ << o, =1 pout £ > 1. Introduisons % (x,¢) =& () v (x) et w (x,8) =
=u(x,8)0,(x,f) pour xR} ,tefo,+oo[,/=1,2, --,0u O;(x,)=1 si
xeRL ,t>2/l et si x,>2/l—t,0<t<2/l; O;(x,0) =Y [l (xn+2—1/I])
si o<x, < 2fl—¢t,1l<t<<2[] et si 1[l—t<xa<2/l—2, o<t 1)
0;(x,2)=0 si o<x. < 1fl—2, 0t <1/l

'3) ui (%, £) demeure dans un ensemble borné de W (p , o ; W"tH? (Rﬁ_) ,
W™ (RL), &= 1—2[p©,

(5) W(p,o; W"F54 (R), W™? (R%)
t2e[o, + oo[, pour les quelles soit finie la norme

) est lespace des fonctions #(x,#),xeR” ,

+ o0 +
/ v
(/zaf’nu(x Wm0 (/z“f’
o

o

ou (x )

1/p
dt) ,
)

[ ) = max

”W’” w7y

cf. [3, III].
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Comme ;e’ = ae’ et que 0, (x,#) est constante par rapport a x; , 7= »
n

il suffit de demontrer que, si le support de 4 (#) est contenu dans [0, %] :

(3-3) / st /
) Q

pour £ et  tels que |2|+7<m+ 1.
Pour ¢ =0, comme |0;| < 1, (3.3) suit du fait que v € W% (R%) et
70 (x,2)

7 ?
Dkv(x)i;@"—f), dedt<c (¢ indépendante de 7)
xn

que ap=p—2>—1. Si />0 comme <, I (¢, indépendante

n

de 7) et que 270,
. axl

”

a son support contenu dans la bande o <x, <<2//, 0 <# <2//,

on a
7o 2/!

i ? e
(3.4) f;aﬁ Dt g (x) S 2EA a’xdtgc31’1’/z‘aﬁ |Dto (x) |# d dt

o ° 5

olt S; est la bande o << x, << 2// de R’ et ¢, est indépendante de /.
Mais on a, si |&|+:i<m -+ 1eti>o0

(3-5) fl Do (x) |pdx < ¢, [~1—2(—D (¢, indépendante de /).

En effet comme » € W"? (R%),D*v (x), pour |2| < m—1, a sa trace nulle
pour x, =0 et alors on a la majoration

(3.6) /[ Dio (x) |pde = < 2# 1 /]@%ﬂ"’dx;

par contre si'| /| =, comme v e W*T"? (R%), ® on a

(3-7) /l Dty (x) |pdx < ¢ (¢s indépendante de 7).
5

Et alors en utilisant (3.6) et (3.7) de fagon réitérée on trouve (3.5). De (3.4) et
(3.5), comme ap = p—2, on a tout de suite (3.3), c.q.f. d.

4) Rappelons maintenant (cf. [3, III], définition de T (p,a;X,, X,)
et Prop. 2.4) que W"T/?:? (R%) est I'espace des traces pour #=0 des fonctlons
t—u(x,f) appartenantes & W (p,a; W52 (R%), W™? (R%)), l'application

(6) 1 existe alors sur chaque iperplan x, = const. la trace de D%z (x) et 'on a
/l D"‘Z/(/’L'I sy Xn—1 ,Xn) !dex PR ',d.ilfn——x <c H y”WmJ‘_I’t)(R:)
R"——I

¢ indépendante de z,, .



878 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XXXII — giugno 1962

u(x,2)— u(x, 0) étant continue; donc de 3) on déduit que I'on peut extraire
de z; une suite u; telle que u;(x,0)—> u(x,0) =v(x), faiblement dans
W»HEP:2 (R” Y et donc dans F(RY), pour j— oco.

On en déduit que I'espace F(RL)NE(RY) des éléments de F(RY) a
support compact dans R est dense dans F (R%}). Et alors par régularisation
sur les éléments de F (RL)N&(R}), maintenant possible (voir aussi la
Prop. 1.2 de [3, III]), on voit que D (R%) est dense dans F (R%}), d’ou la
Prop. 3.1.

Remarque 3.1. — En fait on peut montrer que W”*? () W22 (Q) =
= W7 (Q), ce qui compléte la Prop. 5.1 de [3, V.

4. D’autres exemples d’espaces K; (Q) peuvent etre obtenus en utilisant
le théoréme d’injection de Sobolev (cf. par exemple [12]).
En appliquant 7 fois ce théoreme on obtient que W25 (Q)C Wme Q)

avec % = —;;—-% si 7 >mp et ¢ fini quelconque si 7 << mp ; et alors on a

(4.1) W22 QW2 (Q)C W29 (Q)  Pinjection étant continue.
W (Q) est donc un espace K; (Q).

Mais on peut aussi utiliser le théoréme de Sobolev et les considérations du

n. 3; par exemple, en appliquant 7 — 1 fois le théoréme de Sobolev, on
obtient.

(4-2) W22 (@O W (QC W™ (W2 (Q)

avec % =% — 2L n>(m—1) p et s fini quelconque si 7 << (m—1) p;
et alors de (4.2), grace a (3.2) (avec s au lieu de ) on déduit

(4-3) W (@O W (@ C W (@)

Cet espace W2 (Q) est encore un autre exemple d'espace K; (Q) différent
soit du Wyt (Q) du n. 3 soit du W (Q) précédent.

5./ Un autre exemple repose sur les espaces avec « poids ». Avec les nota-
tions du n. 2, on considére la famille d’ouverts ©;,7=1,- - -, v; soit {B:}
une partition de l'unité associde: E B: (x) = 1 sur C) O; , i indéfiniment dif-
férentiable sur R” et 4 support dans ©;. Si u est une fonctions définie sur Q,
on, introduit la fonction ®;z sur C, par: ®;%(y) = (B %) 67 (), ou
07" est 'homéomorphisme inverse de 6; . On désigne par Q, I’ensemble ouvert
des xeQ tels que p (x) > (1/2) p,, et on pose la

Definition 5.1. — On désigne par & (Q) Pespace des u tels que

(5.1) ue W QN Wi (@) ; @

(7) W2 (Q) c’est Pespace des % qui sont dans W22 (6) pour chaque boule ¢ telle
que cC Q.
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(5.2) D¥®;uelr(Cy) pour tout K= (k;, -, ky_:,0) avec |F|<2m;

m—1 q2m
(5:3) g T ®iue Lt (Ch);

n

i=1,---,9, muni de la norme

(5-4) |#||a@= H%H\j%zm,é(g)'l‘H%\|fv2m»p(g,)+;§|k,lz<2m||Dk'q)f%||ﬁz><c+)+

}1/15

C’est un espace de Banach réflexif; en abrégé on peut dire que c’est 'espace des
uwe Wr? @n Wez? (Q) tels que les dérivées « tangentielles » d’ordre << 2m
sont dans L” (Q) et o7 D" uel?(B),D;” désignant la derivéé d’ordre
2 par rapport a4 la normale a I' (p”—1/# est le «poid »).

Remarque 5.1. — Les espaces avec «poids» ont été utilisés par de trés nom-
breux auteurs, cf. le rapport [9], ot l'on trouverd d’autres indications biblio-
graphiques; dans les problémes aux limites des espaces avec poids on été utilisés
aussi dans [7] et [8]; pour des propriétés de traces, cf. [13], [2], [10].

H (Q) est aussi «dissymétrique» par rapport aux variables «tangentielles »
et «normales »; pour d’autres espaces dissymétriques cf. [3, I], [1].

Remarque 5.2. — On vérifie que H (Q) ne dépend pas de p, et du systéme
de cartes locales choisies, un changement de p, et des cartes locales donnant
une norme equivalente a (5.4).

m—zjp " Q;u 12,
n am Lt
CA

+lly

On va vérifier que K (Q) ainsi défini satisfait & (1.3) et (1.4). Evidemme-
ment on a linclusion W*™?(Q) N W2 (Q)C & (Q).

Il nous faut maintenant démontrer que 9 (Q) est dense dans ¥ (Q); on
a avant tout le

LEMME 5.1. — Soi¢t E wun espace de Banach réflexif. On désigne par X
Despace des  fonctions t—> u (f) appartenantes o 12 (o, 1; E) telles que
#Mel?©,1;E) et #u” el?(0,1;E) avec p> 1, A=m— 1/p et

(5.5) w© = (©) == u""" () =0

(5.6) (D) =1 (1) == u" I (1) =o.
Muni é’e la ‘norme

&) Lol = L1 Wiy T 12 2™ oy}

c'est un espace de Banack, dans le quel I'espace D (0, 1; E), des fonctions indé-
Sfiniment différentiables & support compact dans 10, 1[ et a valeur dans E, est
dense.

Démonstration. — Soit # — L (u) une forme linéaire continue sur X telle
que L (@)=0¥ 9eD (0,1;E). On veut montrer que L () =0¥z e X. On a
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d’aprés un théoréme de Phillips sur le dual de 17 (0, 1;E) et un corol-
laire connu du théoréme de Hahn-Banach:

(5.8) L) = f (F,u™y + (g, ™Yy dt,

fet gel? (0,1;E), E dual de E,—;_—}_;, =1,

d’oli, puisque L (p) = o, 'on déduit

(5.9) (— 0"/ + (g =o.
Si 'on pose
(5.10) hO = gy | = F @ s

et I'on integre (5.9) 2 fois entre o et £ on a
(S‘II) tlg<¢) + <—_ I)mﬁ (t) = & + a.t + o '—'_ Aom—1 Z‘Qm—!) avec a; € E".

Notons que, en utilisant 7 fois une inégalité bien connue de Hardy, on
ar "h(@)el” (0,1;E) et donc

A= Gt at b da T =g () (— ) (TR () e L2 (0,1; E".

Or =" (@;yel” (0,1;E) si j=m,m+1, -, 2m—1; donc
z‘(lm—m(ao—}— a t 4.+ am_lt'”_’)eLp'(o, 1;E"). Pour ¢ eE quelconque,

posons o; = (a;,e),d () = 2 w;j#; alors AP—™ a@ e | (o, 1). Mais
j=o0

si & (f) n’était pas = o0, on aurait | (¢)| > ¢#” " dans [0, 4] avec 0<%, < I
%o
et ¢==0, donc [l‘((lm“l)ﬂ dt < oo, ce qui est absurde car (% — I)ﬁ’: —1I.
o
Donc on a g, =---=a,_, =0 et (5.11) devient

(512) e @ f (=D @) = bt bttt b T, b B

En utilisant (5.12), L (%) devient

(5.13) L@ =/{<f,%‘m)> FA{= 0", ) ydt

m-—1I

+ X |G, WY dr.
J=o0

Mais /z‘”"’ u®™dt = o0 pour j =0, -+, m—1 grace & (5.5) et a (5.6); reste

d’apres (5.13)



J. L. LioNs et E. MAGENES, Remarques sur les problémes aux limites, etc. 881

Gio L= [ dt [0,y

g—>o0

= Iim% [I(f,u(””}dt—[— (— I)m+‘f</z,u(2”’))dt%-

En posant #™ = v et en intégrant par parties, on a
L () = lim [(— D" E), 0" @)+ (— )" HE), Ty -
et (=D ETTYE e @),

et il reste & montrer que

(5.15) lim (47 (), o™ /7 () = o j=0,1, -, m—T1.
z
. f— m—1—jg
Or‘ A9 (#) zf((m—jT:}Trf<T) dv donc

(5.16) 127 @) |

! 1/ ! /g
L= ( /(Z_,.E)(m—j—(rlﬁ))d’r) ﬁ( /Hf(‘r) [ d¢> =

N (¢, et ¢, constantes).

Puis

I I

v(m—x) (f) — _/W(M) ("C) d — ——/’L’h v(m) (T) T—kal’f, d’ou
¢ z

; T s
12”72 @) |l g( / |7+ 2™ (%) [[éa’r) ( /r“ dr) <yt MO =
¢ ¢

Ensuite

I

2”2 @) = —fv('”_‘) (tv)dr donc

¢

12”72 @) ||y <e £ ™" et en géneral
a7 T TV@ g < g4t " (¢4, constante) j=o0,1,- -, m —1.

De (5.16) ét (5.17) on déduit (5.15), c.q.f. d.®.
En utilisant le lemme 5.1 on peut maintenant démontrer la
Prop. 5.1. D (Q) est dense dans K (Q).
Démonstration. — Par cartes locales et partition de I'unité associée on est

s

ramené & approcher ®@; 2 pour tout 7 =1,:--,v, u etant donné dans J (Q),

(8) La démonstration précédente a quelques points communs avec une démonstra-
tion donnée dans E. T. POULSEN [10].

56. — RENDICONTI 1962, Vol. XXXIl, fasc. 6.
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par une suite d’éléments de ® (C,) (espace des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables et & support compact dans C,) pour la norme

*"y

m—1/p
e ay;m

-
(5.18) HUHW”',P(c_,_)'{"lk,g || D 7JHLP(C+)+

|<2m

L2 (Cy)

Or la fonction ®;z est =o au voisinage de 3C, —C,(3C, frontiére de
C,.); on peut donc régulariser en 3= (y,, -, ¥,_,) et ®; % est limite au
sens de (5.18) de ses régularisées en '

by

Alors on est ramené 4 approcher une fonction v (#) telle que
v(@®),v" @), " (B el (0, 1; WoE(C)

[ entier arbitrairement grand, C, ouvert tel que C,CC,, v, = #, et vérifiant
(grace aussi au fait que ze W57 (Q)):

v =0 au voisinage de ¢ =1
v () =9 (0), -, =2""2() =o.

On est donc dans les conditions d’application du lemme 5.1; il existe une suite
de ;€9 (0, 1; W52 (C)) tels que lim ¢, = v dans L” (0, 1; Wy? (Cp). On

J—>o0

peut enfin prolonger ¢, par zéro hors de C, et régulariser en 3’ en restant
toutefois avec le support dans C,. On a ainsi trouvé une suite de ¥; e 9 (C,)
tels que ¥; —®; % par (5.18) et la Prop. 5.1 est demontrée.

Remarque 5.3. — En utilisant un théoréme (voir [5] et [13]) sur les espa-
ces avec poids on trouve que & (Q)C W”T*??(Q) et donc grace & la Prop. 5.1,
& (Q)C WZHHD:2(Q): on trouve donc encore la relation (3.1). 11 faut toutefois
noter qu’au n. 3 nous avons démontré une proposition (la Prop. 3.1) différente
et plus précise que (3.1), de la quelle on & déduit aussi la relation (4.3).

6, CONCLUSIONS. — Si l'on applique maintenant le Théoréme 1.1 4 Pope-
rateur différentiel A du n. 2 en prenant les espaces K; () desn. 3, 4 et 5, on
obtient des résultats nouveaux sur le probléme de Dirichlet

(6.1) A*%=f , ‘Yju:O j=0,---,m—-1
ol A* est ici l'adjoint formel de A c'est & dire
(6.2) A*u= ¥ (—1)*D*g,D"u).

[&] || <m

En effet on peut prendre f appartenant & W "% () ©® ou a W7 (Q)
ou & W " Q) ou a I (Q) (duals respect. de W2HC2:2 Q) W24 (Q),

WGl Q) % + }17 = % + % =1, etde & (.Q)) ou encore A leur «somme» au
sens du n. 1; de I’equation (1.9)-on déduit alors A* %z = f au sens de distribu-

tions sur Q, ol A* est 'opérateur (6.2), qui est également elliptique. Mais on
P » q g ptiq

(9) Dans le cas p = 2, cette remarque est due a L. Schwartz.
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peut aussi déduire de (1.9), en appliquant les théorémes de traces que nous
avons données dans [3] et [6], que I'on a y,% = 0 au sens de W2y,

Et par les mémes méthodes que dans [3] et [6] on peut aussi résoudre
le probléme de Dirichlet non homogéne

(6.3) A*u=f , yu=g, j=0, -, m—1

avec g e/VT"—(I/*”')”" (I") et f dans un quelconque des espaces indiqués ou
dans leur « somme ».

Il faut noter la grande généralité que I'on peut donner a f, par exemple si
f= WZ D* (0" (2) ¥, (2)) avec ¥, (x) e L¥ (Q) alors fe d' (Q). Du point

=2m

de vue des hypothéses sur £ on généralise ainsi des resultats antérieurs (voir [3]
et pour le cas d’une équation de deuxiéme ordre en deux variables[11] ou f est
supposé infinie au voisinage de I' au plus comme p—* avec p < 2; voir aussi

pour p = 2 [8]).
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