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ZOFIA SZMYDT, Sui problemi di Dirichlet ¢ di Neuman, ecc. 867

Analisi matematica. — Swi problemi di Dirichlet ¢ di Newman

con dati al contorno generalizzati. Nota di Zor¥1a Szmypr, presentata )
dal Socio M. Picone.

Nel paragrafo 3 di questa Nota sono considerati i problemi di Neuman
(problema N) e di Dirichlet (problema D) con dati al contorno generalizzati.
Mediante questi dati si costruiscono opportune funzioni e si dimostra che tali
funzioni forniscono le soluzioni dei problemi al contorno considerati. Questa
dimostrazione ¢ basata sui teoremi esposti nel paragrafo 2, ed che a loro volta
risultano facilmente dai teoremi dimostrati nella Memoria [3] ed esposti inoltre
nella [4]. Osserviamo che il prof. G. Fichera nella Memoria [1] ha stabilito
un teorema d’unicita per il problema di Dirichlet considerato nel paragrafo 3.
Le notazioni che vengono adoperate nei paragrafi 2 e 3 sono introdotte nel
paragrafo 1.

1. NOTAZIONI. — Diremo che la funzione ¢ (s) definita nell’intervallo
infinito I: — oo <C s <Cco ¢ una funzione di classe C” [C§] se & dotata della
derivata di ordine 2 la quale ¢ continua in I [la quale verifica la condizione
di Hoélder con I’esponente f,0< 8 < 1].

Sia X una curva semplice e chiusa di classe C* contenuta nel piano della
variabile complessa z = x + 7y. Con tale locuzione intendiamo dire che = &
il luogo descritto dal punto z =z (s) dove la funzione z (s) = x (s) + 2y (s)
verifica le seguenti condizioni: (i) & continua con la sua derivata prima 2’ (s),
periodica di periodo L: (i) 2(s) =2 (s,) con 0 <s, <5, <L se e solo se
$ =0 e 5, =L. Supponiamo inoltre: (iii) |2 ()| =1 se o<<s<L. La
curva X si dice di classe C” [Cj] se la funzione periodica z (s) & di classe C” [CR].

Sia Q il dominio limitato dalla curva X, 7, la normale interna alla ¥ in
zeX e v, il versore di questa normale. Con g indicheremo sempre un numero
positivo e con 7 un numero non negativo. Con X, sary indicata una curva
data dall’equazione z = 2 (s) dove z (s) =2 (s) + v [2(s)] se o<s<L.

Osserviamo che se X & una curva semplice e chiusa di classe C}, esiste
un numero positivo 7, tale che se » < #,, la curva X, & una curva chiusa e
inoltre zr (s;) =2 (s,) con 0 <s, <<s, <L se e solo se 5, =0 e s, = L.

Diciamo che la funzione f(s) definita sulla curva X, & di classe C™ &)
se la funzione periodica f (s) = f [z ($)] ¢ una funzione di classe C” nell’in-
tervallo infinito I.

Con K” (%, 4) indichiamo I'insieme delle funzioni p (z) che godono delle
seguenti due proprieta: (@) p (2) ¢ una funzione di classe C (Z,) per ogni

b (5) = i ha: lim -2 5 () = % 3
0<7r =<7, (8) posto p,r(s) = p [z (s5)], si ha: El—r::, px; Pr(s) = px $o (5),

7 =0,1,--+,m, uniformemente in o< s << L.

(*) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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Sia 72 un qualsiasi intero non negativo. Chiamiamo D,, (X) lo spazio di
Banach reale delle funzioni reali # (2) di classe C” (£) con la norma definita
nel modo seguente:

|u| = 2 max

k=0 o<s<L

d*ku [z (s)] ‘
dst

Con Dj, (%) indichiamo lo spazio duale di D, (Z) (spazio delle distribuzioni
di ordine << ). :

2. TEOREMA 1. — Sia m un intero non negative e sia X una curva sem-
plice e chiusa di classe C"™* se m >1 e di classe Ci se m = o. Supponiamo che
la funzione p (2) verificki la condizione K™ (X, +). In queste ipotesi la funzione

/ p(2) —ai— log |2 —C | ds, appartiene allo spazio D, (X) e per ogni funsionale
G eD} ) risulta:

th p(zQ)Gl log|zQ-—C|] ds,, = [[p(z)%loglz——l\ds, + =G [2].
%, $

TEOREMA II. — Nelle ipotesi del Teorema I la funzione
[ Vi (z)%logyz—c | ds: appartiene allo spazio D, (X) e per ogni Sunzio-
)

nale G.e D}, (2) risulta:

lim p<zg>G[ log|zg~c1]dsz=G[[p<z>—logbz—~c1dxz —7G [5].

Q—>o E‘Q
I Teoremi I e II seguono subito dai Teoremi 2 e 4 dimostrati nella Me-
moria [3].

3. PROBLEMA N. — Assegnata nello spazio DJ (2) ia distribuzione G si
‘ricerca una funzione armonica v in Q la quale verifichi la condizione al con-
torno generalizzata: ,

. v .
0 lim [p35ds, =Glp]  per ogni peKr(E, ),
. @™o
denotando p; la traccia di p su 2.

TrEOREMA III. — Séa m un intero non negativo e sia Z una curva semplice
¢ chiusa di classe C"** se m > 0 e di classe Ci se m=o. I'n queste ipotesi, condi-

. zione necessaria e suffficiente per ['esistenza di una soluzione del problema N é
che sia:

(2) o G[1] =o.

Se la condizione (2) ¢ soddisfatta, esiste un insieme U di funzionali
H eD); (2) tali che la funzione v (z) cost definita:

(3) v (¢) = H [log | z—{|] + cost,
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sia una soluzione del problema N. Si ottengono tutti i funsionali dell'insieme U

aggiungendo ad uno di essi il funzionale ®,[g] = o [ 20,ds dove o« ¢ una

£
costante reale arbitraria e ¢, una soluzione non banale dell’ equazione:

@ T°<P(C)-I—/@(z)a—ztlog[z—ﬁdsz:o.
$

Nel caso in cui / P (2)log |2 —C|dss =0 per CeQ, ogni funzione (3)
s .
si lascia mettere sotto la forma H [log |#—C|] con un opportuno H eU.

Y

Dimostrazione. — La necessita della condizione (2) & ovvia, dato che per

. . .. . " . .
ogni funzione v (#) armonica in Q risulta / 5, dse = 0 ed inoltre la funzione
£
Ze

p(2)=1 in Q, appartiene all’insieme K~ (Z,+). Ammettiamo quindi

I'ipotesi (2). Associando ad ogni funzione g € C”(X) la costante ¢, = % f £Pods
s

con® B = [ 9o ds, consideriamo una qualsiasi soluzione p, dell’equazione
) p
integrale:

cQ—a=mpQ+ 1) log|s—C| ds.
s

In virth dell’ipotesi (2) il numero G [#,] non dipende dalla scelta della solu-
zione p, e quindi la relazione:

(5) H [g] = G [7¢]

definisce un fynzionale H nello spazio D, (¥). Si verifica facilmente che il
funzionale H ¢ lineare. Per dimostrare la sua continuitd supponiamo di avere
una successione { g, } di funzioni g, € C” (Z) che converge a zero nello spazio
D,, (). Denotando:

a 7
N@E Q=rglgle—L , AQ=76@—%a,
Cg\,:%‘.[gv@ods»
o3
associamo ad ogni v =1, 2,--. ’equazione integrale:
(6) p(t):fv(C)+7\/p(z)N(z,C)ds, con A=—1I.
2’: .

In un primo momento supponiamo dimostrata questa proprietd:

(1) E noto che essendo ¢ una soluzione non banale dell’equazione (4) si ha g ==o.
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PROPRIETA P. — Esiste una successione { p,} convergente a zero nello spazio
D, (X) ¢ tale che per ogni v =1,2,--- la Sunzione p, é una soluzione della
equazione (6).

Dalla Proprieta P segue: lim G [p,] = 0 per cui in virtd delle (2) e (5)

. v —>00

risulta lim H [g,] = o. E questo dimostra che il funzionale lineare H & con-
v —>00

tinuo. Dimostriamo ora la Proprieta P.
Sia z =2(s), 0 <s <L una qualsiasi ® rappresentazione parametrica
della curva X di classe C;. Poiché A = —1 ¢ un autovalore di rango 1 e si

L

annulla I'integrale / S, ds, 'equazione p () = £, (6)— / 2 (N [z(s), 2(c)] ds
p) °

con fi, (s) = /v [2 (s)] « mmette una soluzione particolare Py (6) della forma ®:

" pv<c>=ﬁ<c>~—fT<s,c>ﬁ<s>ds

dove la funzione T (s, ) ¢ limitata nellinsieme: 0 <s <L, o<o<L e
per ogni ¢ fissato nell’intervallo chiuso [0, L] risulta integrabile rispetto a s.
La funzione p, (2) = p, (s) per z =z (s) verifica 'equazione (6) ed inoltre,
essendo lim f, ({) = o uniformemente per { €X si ha:

v —>00

(8) lim p, (§) =o uniformemente per {e 2.

Nel caso 7 = o la Proprietd P & cosi stabilita. Se 7 > 1, la z(s) ¢ di classe
C"** e si dimostra che la funzione T (s, 6) & dotata delle derivate fino all'ordine
m continue e limitate nell’insieme Z: o <s <L, L/s <o <4L/5 (cfr. la
nota @ e il lemma 2 della [3]). Dall’ipotesi fatta sulla successione {gv} e dal-
I'identitd (7) segue che:

%
Cg) lim 7%;_&, (6) =0, uniformemente in L/5s<c<<4L/s, k=1, -,m.
V—}CD
Sia T =06 —L/2 e sia #* (1) = z (v ++ L/2). Da quanto fatto in precedenza
segue che per ogni v = 1,2, .. esiste una soluzione p¥ () dell’equazione (6)
tale che risulta:

%
(10) lirr;j?pf[z*('t)]zo, he1,2, - m,

v—>

uniformemente in L/s <7t << 4LJs.

(2) Si suppongono sempre verificate le condizioni (1) — (111).

(3) Cfr. [2] p. 318, formula (3) con g = 1.

(4) La rappresentazione parametrica z =z (s), 0 < s < L, viene adesso sostituita
dalla z =2% (1), o<t < L.
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Osserviamo che pJ (2) — p, (8) = cost. per zeX. Poiché 7 =06—LJ2
%
dalle (9) e (10) risulta: lim TZ;_/%;)'V (6)=o0,k=1,---,m, uniformemente in

0 <o <L e quindi:

% .

(11) lim ;—kpv(C)=o, uniformemente per {eX, k=1,--,m.
RY
t

v —>00

Dalle (8) e (11) segue la Proprietd P per cui abbiamo dimostrato che il fun-
zionale H definito dalla (5) appartiene allo spazio D} (). Sfruttando il
Teorema I si dimostra facilmente che la funzione (3) costruita mediante questo
funzionale verifica la condizione al contorno (1) e quindi H e U.

Sia ora H, € U e sia « un numero reale arbitrario. E ovvio che il funzionale
H.[g] = Ho[g] + P, [¢] appartiene all’insieme U. D’altra parte, se H & un
qualsiasi funzionale dell’insieme U, il funzionale W [¢] = H [¢] —H,[£]
appartiene ovviamente a D} (). Inoltre in virtt del Teorema I si ha:

‘I"[vrp—l—/p (z)ai%log\z—lldsg] =0 per ogni p(2)eC”Z).
=

Quindi: ¥ [g—¢] =0 per ogni geC”(Z), cioe ¥[g]=D,[g] con
o= -;%—‘I’ [1]. Risulta allora: H[g] = H,[g] + P, [g] . Poiché l'ultima tesi
del Teorema III & evidente, il Teorema & dimostrato.

PROBLEMA D. — Assegnata nello spazio D) () la distribuzione F si

ricerca una funzione armonica # in Q, la quale verifichi la condizione al con-
torno generalizzata:

Q—>o

(12) lim qudsQ = F[p] per ogni funzione peK"(Z, 4),

Q

denotando p; la traccia di p su X.

TEOREMA IV. — Sia m wun intero non negativo e sia X una curva semplice
e chiusa di classe C"? se m >0 e di classe Ci se m=o0. In queste ipotesi ad
ogni funzionale ¥ € D} (X) corrisponde uno ed un sol funzionale B e D} (Z),
tale che la funzione u (2) cost definita:

(13) u(z):B[%logp-——C]] se zeQ

sta una soluzione del problema D considerato.
Dimostrazione. — Sia feC” (). Indichiamo con p; (2) la soluzione del-
I’equazione:

(14) f<c>=—np<c>+/p<z>%logrz—cwdsz-
>
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Si dimostra facilmente che p, €C”(Z) e che il funzionale B, definito dalla
formula: B [f] = F[p,] appartiene allo spazio D, (X)®. D’altra parte il
Teorema II assicura che la funzione (13) definita da questo funzionale B

verifica la condizione (12) e che ogni funzionale A €D} (2) per il quale la
J

Snt

funzione % () :A[ log }2—C|} soddisfa la (12) coincide con B.

Il Teorema IV & cosi dimostrato.
Osservazione. — Si pud portare un esempio © nel quale il problema D
non ha nessuna soluzione della forma #% () =H [log |z —{|] con H e D}, (Z) .
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(5) 11 fatto che per I'equazione (14) sussiste il teorema di unicitd rende questa dimo-
strazione pil semplice di quella fatta per il funzionale H, definito nella dimostrazione del
Teorema III.

(6) Basta supporre F [1]==0 nel caso in cui X ¢ la circonferenza unitaria.



