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A nalisi m atem atica. — S u i problem i di D ir ich le t e d i  N e u m a n  
con dati a l  contorno generalizza ti. N o ta  di Z o f ia  S zm ydt, p re s e n ta ta  (#) 
dal Socio M. P ico n e .

Nel paragrafo  3 di questa N ota  sono considerati i problem i di N eum an 
(problem a N) e di D irichlet (problem a D) con da ti al contorno generalizzati. 
M ediante questi da ti si costruiscono opportune funzioni e si dim ostra che tali 
funzioni forniscono le soluzioni dei problem i al contorno considerati. Q uesta 
dim ostrazione è basa ta  sui teorem i esposti nel paragrafo 2, ed che a loro volta 
risultano facilm ente dai teorem i d im ostrati nella M em oria [3] ed esposti inoltre 
nella [4]. Osserviam o che il prof. G. F ichera nella M em oria [1] ha stab ilito  
un teorem a d ’un icità  per il problem a di D irichlet considerato nel paragrafo  3. 
Le notazioni che vengono adoperate nei paragrafi 2 e 3 sono in trodo tte  nel 
paragrafo  1.

1. NOTAZIONI. -  Diremo che la funzione <J> (s) definita nell’intervallo  
infinito I: — 00 << s <  00 è una funzione di classe Cm [Cp] se è d o ta ta  della 
deriva ta  di ordine m  la quale è continua in I [la quale verifica la condizione 
di H older con l ’esponente [3 , o <  (3 <C 1].

Sia 2 una curva semplice e chiusa di classe C1 contenuta nel piano della 
variabile complessa z =  x  +  iy. Con tale locuzione intendiam o dire che 2 è 
il luogo descritto  dal punto  z . =  z (s) dove la funzione z (s) =  x  (s) -f- iy (s) 
verifica le seguenti condizioni: (i) è continua con la sua derivata  prim a z (s), 
periodica di periodo L; (ii) z (sx). =  z (s2) con o <  sx <  sa <  L  se e solo se 
•h =  o e s2 =  L. Supponiam o inoltre: (iii) | z (s) | =  1 se o <  <  L. La
curva 2 si dice di classe Cn [Cp] se la funzione periodica z (s) è di classe Cn [Cp].

Sia Q il dominio lim itato  dalla curva 2  , nz la norm ale in terna alla 2  in 
^ e 2 e il versore di questa norm ale. Con p indicheremo sempre un num ero 
positivo e con r  un num ero non negativo. Con 2r sarà indicata una curva 
d a ta  da ll’equàzione z =  zr (s) dove zr (s) — z (s) +  rv [z (.?)] se o s L.

Osserviam o che se 2 è una curva semplice e chiusa di classe C*, esiste 
un num ero positivo rQ tale che se > < I r 0, la curva 2 r è una curva chiusa e 
inoltre zr (si) =  zr (s2) con o <  sx <C s2 <  L  se e solo se sz =  o e s2 =  L.

Diciam o che la funzione f  (z) definita sulla curva 2r è di classe Cm (2r) 
se la funzione periodica f r (s) = /  [zr (/)] è una funzione di classe Cm n e ll’in
tervallo infinito I.

Con K m (2 , +  ) indichiam o l ’insieme delle funzioni p  (z) che godono delle 
seguenti due proprietà: (a) p  (z) è una funzione di classe Cm (2r) per ogni

o < r  <  rol (&) posto pr (s) =  p [Z r  (j)], si ha: lira - -  p r (s) =  ~  po (s),
O dsJ dsJ

j  =  o , i , • • •, m, uniform em ente in o < j , < L .

(*) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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Sia m  un qualsiasi intero non negativo. Chiam iam o Dm (2) lo spazio di 
Banach reale delle funzioni reali u (z) di classe Cm (2) con la norm a definita 
nel modo seguente:

m

1 U II =  2  maX
k = o  o<$‘<L

Con D* (2) indichiam o lo spazio duale di Dm (2) (spazio delle distribuzioni 
di ordine < m ) .

dk u [z (j)] 
dsk

2. TEOREMA I. — Sia  m un intero non negativo e sia 2 una curva sem
plice e chiusa di classe Cm+2  se m > i  e di classe Ci se m  =  o. Supponiamo che 
la funzione p  (z) verifichi la condizione K m (2 , In  queste ipotesi la funzione

I P (?) log | 2  —  | dsg appartiene allo spazio Dm (2) e per ogni funzionale
±
G e  D * (2) risulta:

lim
Q - > 0

P (Zq) G
a

dnz log k e  —  K do =  G j~P f ; ìos \ z — K\ds, +  7TG [p].

TEOREMA II. -  Nelle ipotesi del Teorema I  la funzione

j 'p  (fi) log \ z — £ |d  sz appartiene allo spazio Dm (2) e per ogni funzio 
ni
naie G è D* (2) risulta:

lim / p  (fio) G —  log | — K d sg =  G e *G[p].

I Teorem i I e II seguono subito dai Teorem i 2 e 4 d im ostrati nella M e
m oria [3].

3. P ro b le m a  N. -  A ssegnata nello spazio (2) la distribuzione G si 
ricerca una funzione arm onica v in Q la quale verifichi la condizione al con
torno generalizzata:

(1) lim  f p ~ d s e =  G |> ]  per ogni p  e K *  (2 , - f ) ,
Q-^o J 

2Q
denotando p t la traccia di p  su 2 .

TEOREMA III . -  Sia m un intero non negativo e sia 2 una curva semplice 
e (Musa di classe Cm+2  se m  >  o e di classe Cl se m =  o. In  queste ipotesi, condi
zione necessaria e sufficiente per Vesistenza di una soluzione del problema N è 
che sia:

(2) G [ i ] = o .

Se la condizione (2) è soddisfattaì esiste un insieme U  di funzionali 
H e  D * (2) tali che la funzione v (z) così definita:

(3) v(z)  =  H  [log [ 2 —  £ |] +  cost,
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sia una soluzione del problema N . S i  ottengono tutti i  funzionali deWinsieme U

aggiungendo ad uno di essi il  funzionale <$>a [g] =  oc j'gcpQ di' dove oc è una
È

costante reale arbitraria e (pQ una soluzione non banale delV equazione:

(4) OD +  f  <9^ ) -^-^ og \z  — Z,\dsz =  o.
2

N el caso in cui ^  <p0 (f) log | z  —  £ | d ^  =j- o per ogni funzione  (3)
2

si lascia mettere sotto la form a  H  [log | z —  £ |] con un opportuno H € U .
Dimostrazione. -  La necessità della condizione (2) è ovvia, dato  che per

ogni funzione v (z) arm onica in £2 risu lta  j —  di*Q =  0 ed inoltre la funzione

p (z) =  1 in £1, appartiene a ll’insieme K m (2 , + )•  A m m ettiam o quindi

l’ipotesi (2). Associando ad ogni funzione £ - e O ( 2) la costante cg — — / g<p0ds
2

c o n (l) p =  l ’(p0 ds, consideriamo una qualsiasi soluzione pg dell’equazione 
2

integrale:

g  (P  — Cg =  Tip (P  +  j p  (?) - ^ - lo g  I * —  S I dJ, •
2

In  v irtù  dell’ipotesi (2) il num ero G [pg] non dipende dalla scelta della solu
zione pg e quindi la relazione:

(5) H [^] =  G [A ]

definisce un funzionale H nello spazio Dm (2). Si verifica facilm ente che il 
funzionale H è ( lineare. Per d im ostrare la sua continuità supponiam o di avere 
una successione { gv } di funzioni gv e  Cm (2) che converge a zero nello spazio 
Dm (2). D enotando:

csv = J f <?v9od
• 2

associamo ad ogni v =  1 , 2 , • • • l ’equazione integrale:

(6) P ( Q = / r ( ! Q  +  * f p ( s ) N ( s , Q d s .  con X =  — i .
2

In  un  prim o m om ento supponiam o d im ostra ta  questa proprietà:

(1) E noto che essendo 9 una soluzione non banale dell’equazione (4) si ha p=j=o.
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PROPRIETÀ P. -  Esiste una successione { p v } convergente a zero nello spazio 
Dm (2) e tale che per ogni v =  1 ,2  , • • • la funzione p v è una soluzione della 
equazione (6).

D alla P roprietà P segue: lim G [py] =  o per cui in v irtù  delle (2) e (5)
v ->oo

risu lta  lim  H [gv] =  o. E questo dim ostra che il funzionale lineare H è con-
v  —> 0 0

tinuo. D im ostriam o ora la P roprietà P.
Sia 2 =  z (s) , O <  .y <; L  una qualsiasi<2) 3 4 rappresentazione param etrica 

della curva 2 di classe C*. Poiché X =  —  i è un autovalore di rango I e si
L

annulla l ’integrale fq>0 ds, l ’equazione p ( a ) = / v (p) —  p  (s) N  [z (s) , 2 (<r)] d j

con fv 2
CO = / v  [* (0] ; namette  una soluzione particolare p v ( a )  della forma

(7)

L

Py (0 = / y  (0 — f T  (s > 0/v (0 ds

dove la funzione T  (s , or) è lim ita ta  nell’insieme: o < j * < L ,  o <  cj <  L  e 
per ogni c fissato nelP intervallo  chiuso [o , L] risulta integrabile rispetto  a 
L a funzione py (z) =  jSv (s) per z — z (s) verifica l ’equazione (6) ed inoltre, 
essendo lim  f v (Q =  o uniform em ente per £ e S  si ha:

v —>oo

(8) lim  py (fi) =  o uniform em ente per £ e  2 .
V —> oo

Nel caso m =  o la P roprietà P è così stabilita . Se m >  i, la z (s) e di classe 
C + e si dim ostra che la funzione T  (s-,g) è do ta ta  delle derivate fino a ll’ordine 
m  continue e lim ita te  nell’insieme Z: L/5 <: cr <; 4 L/5 (cfr. la
n o ta  e il lem m a 2 della [3]). D all’ipotesi fa tta  sulla successione {gv} e dal- 
l’idenliità (7) segue che:

ì d k *
(9) lini ~ r jp v (a) = ' o, uniform em ente in L/5 <  a < 4  L/5, k =  1 , • • •, m.

V ->oo aG

Sia t  =  a —  L/2 e sia z* (t) =  z (t  -f-L/2). D a quanto fatto in p reced en za^  
segue che per ogni v =  1 , 2 , • • • esiste una soluzione p* (z) dell’equazione (6) 
tale che risulta:

( 10) H m  —  p* [g* (t ) ]  =  o ,  k  =  1 , 2 , • • •, m,
v —> OO ^

uniform em ente in L/5 <C t <C 4 L/5.

(2) Si suppongono sempre verificate le condizioni (i) — (iii).
(3) Cfr. [2] p. 318, formula (3) con p =  1.
(4) La rappresentazione parametrica z — z (s), o <  <  L , viene adesso sostituita

dalla z = z* (t) , o <  t  <  L.



ZOFIA Szmydt, Su i problemi di Dirichlet e di Neuman, ecc. 871

Osserviamo che p *  (z) — p y (z) — cost, per Poiché t  =  <7 — L/2

dalle (9) e (io ) risulta: lim  -r-rpy (?) =  °  , h =  1 , - - •, m, uniform em ente in
v->oo aG

o <C cr <; L e quindi:

3̂
(11) lim —y p v (Q =  o , uniform em ente per ( e S ,  k — i

v —> 0 0

Dalle (8) e (11) segue la P roprietà  P per cui abbiam o d im ostrato  che il fun
zionale H definito dalla (5) appartiene allo spazio D* (2). S fru ttando  il 
Teorem a I si d im ostra facilm ente che la funzione (3) costru ita m ediante questo 
funzionale verifica la condizione al contorno (1) e quindi H e U .

Sia ora H 0 e U e  sia oc un num ero reale arbitrario . E ovvio che il funzionale 
H a [̂ *] — H p [g] T- <Da [£*] appartiene a ll’insieme U . D ’altra  parte, se H è un 
qualsiasi funzionale dell’insieme U, il funzionale XY [g] =  H [g]— H 0 [g] 
appartiene ovviam ente a D* (2). Inoltre in v irtù  del Teorem a I si ha:

Y  [np +  j p  (?) —  log-1 z —  £ | d.s>] =  o per ogni p  (s) e  C” (2) .
±

Quindi: T  [g — cg] =  o per ogni g  e  C” (£), cioè T  [g] =  Oa [g] con

a =  - i-T  [1]. R isulta allora: H [g] =  H 0 [g] -f- [g ] • Poiché l ’u ltim a tesi

del Teorem a I I I  è evidente, il Teorem a è d im ostrato.
P ro b le m a  D. -  A ssegnata nello spazio D* (2) la distribuzione F  si 

ricerca una funzione arm onica u in Q, la quale verifichi la condizione al con
torno generalizzata:

(12) lim i p u d sQ =  F [pt] per ogni funzione p  e  K**(2 , -f-) ,

denotando p t la traccia di p  su 2 .
TEOREMA IV. — Sia m un intero non negativo e sia 2 una curva semplice 

e chiusa di classe Qm+2  se m o e di classe C] se m — o. In  queste ipotesi ad  
ogni funzionale F  e D* (2) corrisponde uno ed un sol funzionale B e  D* (2), 
tale che la funzione u (z) così definita:

( u ) u (z) =  B se ^ e Q

sia una soluzione del problema D considerato.
Dimostrazione. — Sia / e C m(2). Indichiam o con p/ (z )  la soluzione del

l ’equazione:

(14) /  ( 0  =  —  TCp ( 9  +  j  p ( ^ )  —  \ o g \ z ~ ì ( \  dj* .
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Si d im ostra facilm ente che p / & (2) e che il funzionale B, definito dalla
formula: B [ /]  =  F  [py] appartiene allo spazio D* (2) (5 6\  D ’altra  p arte  il 
Teorem a II assicura che la funzione (13) definita da questo funzionale B
verifica la condizione (12) e che ogni funzionale A  e  D* (2) per il quale la

[ 9  1funzione u (z) =  A  log | z — £ | soddisfa la (12) coincide con B.

Il Teorem a IV  è così dim ostrato.
Osservazione. -  Si può portare  un esempio nel quale il problem a D 

non ha nessuna soluzione della form a u(z)  =  H [log | z —  £ |] con H e  D* (2) .
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(5) Il fatto che per l’equazione (14) sussiste il teorema di unicità rende questa dimo
strazione più semplice di quella fatta per il funzionale H, definito nella dimostrazione del 
Teorema III.

(6) Basta supporre F[ i]A=o nel caso in cui X è la circonferenza unitaria.


