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Analisi matematica. — Swuz coefficient: di Hermite-Sticltjes di
una funzione non decrescente ©. Nota di FrRaNcisco Rosarr, pre-
sentata ¢ dal Socio M. PiconE.

I. Si fa seguito ad una precedente Nota [1] ®, relativa all’analogo pro-
blema per i coefficienti di Laguerre-Stieltjes. Si stabiliscono le condizioni ne-
cessarie e sufficienti affinché un’assegnata successione {¢, } di numeri reali sia
quella dei coefficienti di Hermite-Stieltjes

+ oo
k—I—_/e—"ng(x)doc(x), (f=o0,1,2,--9),
2kl

—oo

(1.1) €y =

di una funzione o (x) non decrescente in (— oo, + co), avendo indicato con
Hz (x) i polinomi di Hermite definiti da

2

2 dk e *

(1.2) He (@) = (—Dfe” —5

) (éZO,I,Z,"'>.

Tali polinomi possono scriversi anche nella forma [2]:

[%/2] (___ I) (Zx)k—-zh

(1) Hi) =4 2 SIReT

ove [£/2] indica il massimo intero contenuto in 4/2.
Accanto ai coefficienti {¢,} definiti da (1.1), & opportuno introdurre

questi altri
[%/2]

Ch—2
(13) p’h*}l'z ;;kkf’ (/Z:‘O,I,Z,"');

risolte tali relazioni rispetto i {¢,} si ha

[%/2]
. Yz 22
I. c=2 — =2 k=o0,1,2,---).
( 2 £ h=o( ) hl(k—2h)12%% ( )

Formati con i numeri {w,}, definiti da (1.3), i seguenti determinanti:

Bo W R
(1.5) D,=| " B M | (r=o0,1,2,--),
Wrn Hentr Bz n

si ha il seguente teorema:

*) Lavoro del gruppo di ricerca N. 22 del C.N.R. (1961-62) eseguito presso I'Istituto
Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.

(**) Nella seduta del 12 giugno 1962.

(1) I numeri tra [ ] si riferiscono alla bibliografia posta in fine.
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TEOREMA 1. — Condizione necessaria e sufficiente perché una data suc-
cessione {¢,} di numert reali, sia quella dei coefficient: di Hermite—Stieltjes di
una funzione o (x) non decrescente in (— oo, 4 00), & che, costruita la corri-
spondente successione {u,} data da (1.3), la successione dei determinanti

D,,D,,---,D,, -

goda di una delle due seguenti proprieta.
A) sia formata di numeri tutti positiviy
B) esista un intero positivo N tale da aversi

Di>o0 , D;>o0,---,Dy__ >0 , DNZDN+1=DN+2=‘”:°'

Indicata con « (x) una soluzione del problema avente valore prefissato in un
punto, si puo precisare che: nel caso A) il problema é indeterminato, cioé puo
avere piic di una soluzione, tra esse non c'é alcuna funzione a scala con un nu-
mero finito di salti; nel caso B) il problema é determinato ¢ 'unica sua soluzione

é una funzione a scala con N salti.

2. Onde pervenire alla dimostrazione del teorema I del n. I, pre-
mettiamo il seguente che muta il problema definito da (1.1) in uno equi-
valente.

TEOREMA 1. — Tutte e sole le soluzioni o (x) del problema definito da (1.1)
sono anche soluzioni di quello determinato da
-.l-oo
/e"‘zx"doc(x), (h=o0,1,2,--),

o

I
(2" I) Wy = V;
con la successione {\,} definita da (1.3).

Dimostrazioue. — Supposta « (x) verificante le (I.I),k dalle (1.2) e (1.4)

risulta, per ogni £ >0
+00

[&]2] ,__ \k [%/2] kE—2h
b (—1)" e _.s 2/ 2 g 2 (— 1) (22) da (x) —
= Rl (B—2k)1 22" =l (f—2n)128 RV
% oo
[%/2] b
(—1) 1 e do (),

A k—2)1 22 Tm

— 00

+00
onde pér l'arbitrarieta di £ ne segue W, = —VI:— /-e—xz 2" da (x), cioe le (2.1).
3
o0
D’altra parte, osservato che dalle (1.2) si ha @

[%/2] H, (@ )
—24

h=nl Y =

o~ (h—2 k)

’ (;1220,1,2,"'>.

(2) Tali formule si ricavano immediatamente appena si osservi che nelle (1.2") figu-
rano a secondo membro solo potenze pari della x se %2 & pari, dispari nel caso. opposto.
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tenuto conto delle (1.3), essendo valide le (2.1) deve risultare

21 = H )
4l h—2k — ' h—2Fk a2 —
go 2% E 22 pl(h—2 k)1 2P 2% e do(x)

— o0
+00

—a® H,_.. (x) do (x),

[7%/2] I .
A . — [ e
;o R I S S

— 0

onde per l'arbitrarietd di %, confrontando il primo membro con l'ultimo,
risultano necessariamente verificate le (1.1).

La risoluzione del problema definito da (2.1), che diremo problema ge-
neralizzato dei momenti rispetto alla funzione peso ¢—*", risultera da quanto
esposto nel successivo n. 3.

3. Data una successione di numeri reali {4,}, si vuole esaminare il pro-
blema della determinazione, in (— oo, + oo) di una funzione non decre-
scente B (x), per cui risulti

3.0 b= [ g () dp ) (h=o0,1,2-.),

essendo ¢ () € C(— oo, 4 o0) una assegnata funzione positiva, potendo
anche essere infinitesima o infinita per x— co.
Costruita la successione di determinanti del tipo (1.3)

bo b o ba ]

<3.2> @n — 51 62 e én+1 , (%:O,, 1,2 )’

si ha il seguente teorema:

TEOREMA 1. — Condizione necessaria e suficiente perché per un'assegnata
successione {6} esista in (— oo , + o0) una funsione P (x) non decrescente,
verificante le (3.1), é che la successione dei D, goda di una delle due Seguenti
proprieta:

A) sia formata da numeri tutti positiviy

B) esista un intero N tale da aversi
L:90>0 ) E:*91>O)"'y£DN_I>O ) ®N=£DN+1=£D == 0.

Assegnato il valore di £ (x) in un qualsiasi punto dell’asse reale, si pud pre-
cisare che: nel caso A) il problema puo avere pin di una soluzione, tra esse non
vi & pero alcuna funzione a scala con un numero finito di saltiy nel caso B) esiste
una sola soluzione data da una funsione a scala con N salti.
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Dimostrazione. — Per la necessita si osservi che le (3.1) possono scriversi
anche nella forma

A
(3.3) b, = lim /x"g(g:)d@(x), (ﬁk=0,.1,2,~->,
A—+o0
A—>—oc0 A

Introdotta allora la funzione

G4) F (%) = ¢+ /g ) dB @),

essendo o un qualsiasi punto in (— oo, 4 o0), risulta (vedi [3]),

A +o0

(3.5) 6, = lim x”dF(x)_—_/x"dF(x), (h=0,1,2,).
A —> 400 .
A—>—o00 A —00

Dalla (3.4) per la positivitd di g (x), segue ovviamente la non decrescenza di
F (x) da quella di B (x). La successione dei {4,} pud dunque pensarsi come
quella dei momenti della F (x) in (— oo, + oo). Rilevato che se B (x) & una
funzione a scala con un numero finito N di salti, p,, p.,---, py nei punti
& ,8&, -, &, lo & pure la F (x), con i salti ¢;,4,, - -, ¢y nei medesimi punti,
avendo posto ¢; = pig (&); al contrario, se B (x) non ha un numero finito
di salti, tale risulta anche la F (x). In entrambi i casi la teoria del classico pro-,
blema dei momenti (vedi [4]) applicata alle (3.5) impone immediatamente ai
determinanti (3.2) di verificare i casi A) o B) del teorema.

Per la sufficienza, si rilevi che appena i {4,} sono tali che i determinanti
{9,} verifichino uno dei due casi del teorema, & sempre possibile (vedi [5])
risolvere il seguente problema dei momenti

+o0

(36) bh=/xhd¢<x)’ (;l:O,I,Z,"-),

.
-0

con ¢ (x) non decrescente, con ¢ (— o00) = 0 e ¢ (4 o0) = 4, potendo risul-
tare ¢ (x) indeterminata nel caso A), ma non a scala con un numero finito di
salti; determinata a scala con un numero finito N di salti nel caso B). Rispetto
tale ¢ (x) esiste allora il seguente integrale indefinito nel senso di Stieltjes.

3.7 Bx)=c¢ —}—/g(t)“ dd @), per x e‘(—-oo, + o0).

Per le ipotesi fatte su g (x), tale f (x) risulta necessariamente non decrescente,
indeterminata o determinata se cosi ¢ la ¢ (x). Secondo che la ¢ (x) risulti a
scala con un numero finito o no di salti, tale risulta anche la P (x): ai salti
@ir G2y s gy neipunti &, &, -, &g relativi alla 4) (x). corrlspondono quelh
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Dis P2y vy Py, nei medesimi punti, relativi alla B (x), essendo p: = gifg (&).
Per ogni coppia A << A e per ogni valore di % si ha quindi
A A
[#ab@ = [#e@ asw.
Y i

L’integrale a primo membro, per A — 4 00, A— — oo, ammette limite finito
b, dato da (3.6); esiste necessariamente anche il limite dell'integrale a secondo
membro con il medesimo valore 4,. Si ha in definitiva

+00

[x"g(x)d@(x):b,‘, (h=o0,1,2,"),
onde la B (x) definita da (3.6) ¢ la richiesta soluzione del problema (3.1), veri-

ficandosi per essa, per quanto richiamato sulla corrispondenza delle proprieta
di ¢ (x) e B(x), uno dei due casi del teorema.

4. Dal teorema ora dimostrato, segue immediatamente l'analogo teo-
.__xz

rema I del n. 2, non appena, nelle considerazioni svolte si ponga g(x) = £ =
) T
e si identifichino i {4,} relativi alle (3.1) con i {u,} dati da (2.1).

La richiesta soluzione di (2.1), che indicheremo con « (x), ha allora la
forma

x

(4.1) a(x) =c+ |- [e’z d¢ @),

ove la § (x) & soluzione, determinata o no, a scala o no, del problema defi-

nito da
-+oo

(42) b= [0 @), (h=o,1,2,--).

— o0

Tale « (x) per quanto stabilito nel citato teorema di equivalenza del n. 2, &
pure soluzione del problema definito da (1.1), onde per quanto precede, il re-
lativo teorema & completamente dimostrato.

- Per tutto cio che riguarda la costruzione effettiva della ¢ (x) individuata
da (4.2), a partire dagli assegnati y;, e per i casi di indeterminazione che pos-
sono presentarsi si pud vedere per esempio [4]. In questo lavoro interessava
notare .¢ome la risoluzione del problema dei momenti in senso classico fosse
legata a quello generalizzato.

Osserviamo anche che nel problema (1.1) il peso e~ puo essere sosti-
tuito, come spesso accade, con il peso e—/=, Tutto quanto stabilito si applica
immediatamente anche a tale caso; pit precisamente, posto

-!-oo
(4-3) i =—;—I—/e—x2/2H,,(x)dy(x), (h=o0,12,- ),

2*21Vm |
—
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si studia il problema equivalente

+o00
I

(4-4) wr = = /e“x”/leﬂ dy (x), (A=o0,1,2,--+),

— 00

ove i {cf} e i {wl} sono legati ancora dalle relazioni (1.3) e (1.4), sosti-
tuiti che siano ¢, e @, con ¢f e wi. Per la y(x) stante la (3.7) si ottiene

x

(4.3) Y(x)=€+VEf€1/2 dy* ()
essendo ¢* (#) la soluzione determinata o no, a scala o no, di
+oo
(4.6) ol =/x"d¢*(x), (h=0,1,2,)
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