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Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXII -  giugno 1962

Analisi matematica. — Estensione di un teorema sull'esistenza 
di un insieme di perimetro minimo. Nota di R o s a r i o  M u s m e c i , pre 
sentata (#) dal Socio E. T o g l i a t t i .

P r e l i m i n a r i .

D ato  uno spazio euclideo Sr , il cui punto  generico indicherem o con 
x  =z (Xj , x 2 , % r) , e dato  un  num ero reale X ;>  o , per ogni f  (x) definita 
in Sr ed ivi lim ita ta  intendiam o

W x/(*) =

dove abbiam o posto
1 = | 5 | = S  +  S + - - - + S .

Si d im ostra (vedi [1]) che l ’integrale

grad W i f  (x) | dxx • • • dx.

è una funzione non crescente di X, onde esiste il

lim  / | grad Wx f  (x) | dxx • • -dxr . 
x —>0 J

D ato  un insieme E c S r  e d e tta  cp (x , E) la sua funzione caratteristica, 
si definisce il perim etro (secondo De Giorgi) di E, e si indica P (E), ponendo

P (E) =  lim  / | grad  cp (x , E) | dxx • • • dxr .

1. È  noto  (vedi per esempio [3]) che
TEOREMA. -  D ato  un insieme E di perim etro finito e un insieme lim i 

ta to  L  (di Borei), nella famiglia degli insiemi B che verificano la condizione

B — L = E — L

n?e èsiste uno di perim etro minimo, cioè esiste un insieme B tale che 

B —  L  =  E —  L  , P (B) =  estr. inf. { P (B) : B —  L  =  E —  L } . 

D im ostro qui la proposizione analoga nell’ipotesi di L  illim itato.

2. Per tale d im ostrazione faccio uso di 4 teorem i contenuti in [1], [2] 
di cui richiam o qui gli enunciati.

(*) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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TEOREMA I. -  Se { E„ } è una successione di insiemi che converge in 
m edia verso un insieme E, si ha

P  ( E ) <  lim  P (E „).
«-> oo

T e o r e m a  II. -  Dato un insieme E C Sr (r >  2) di perimetro finito, il 
suo perimetro P (E) è uguale al minimo limite dei perimetri di domini poli 
gonali 7c che approssimano in media E; si ha cioè

lim  P ( tc) =  P (E ) .
jt —>■ E

TEOREMA I I I .  -  D ato  un insieme E C  Sr (r >  2) se E  ha perim etro finito 
risu lta  verificata una delle due relazioni

m is E  <  [P (E )f /r~ I 

m i s C E <  [P (E)]r/r_ I.

TEOREMA IV. -  U na  fam iglia di insiemi di perim etri equilim itati e tu t ti  
contenuti in uno stesso insieme lim itato  H  è com patta  (rispetto alla con 
vergenza in media), cioè d a ta  una successione { E w} tale che P (E^) <  k  e 
E „ c H  allora esiste una syccessione {E ^}  e s tra tta  dalla {E„} tale che {E^-} 
converge in m edia verso un insieme E.

3. D im ostriam o ora il
T e o r e m a . -  D ato  u n  insieme E di perim etro finito e un insieme illi 

m ita to  L  (di Borei), nella fam iglia degli insiemi B che verificano la condi 
zione

B — L  =  E — L 

ne esiste uno di perim etro m inim o, cioè esiste B tale che

B — L ^ E  —  L , P (B) =  estr. inf. { P (B) : B —  L  =  E  —  L  }.

Dimostrazione. -  Posto

X =  estr. inf. { P (B) : B *— L  =  E —  L  } 

scegliamo una successione di insiemi B^ tali che

(1) B , — JL =  E — L  , lim P (B'a) — X , P (B*) <* P (E) ,
h —>00

m is B *<; [P (EA)]rlr- 1<*>.

(1) Dire che la successione {E^} converge in media verso E vuol dire che dette cE , cE 
rispettivamente le funzioni caratteristiche di E* ed E, si ha

lim I I “ ̂ E | dx 1 • * • dxr =  o . n-> 00 J  n
%

(2) Ove non fosse possibile scegliere i tali che

mis B/, <  [P (E)J'lV— T
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Sia Qn il quadrato  di centro l ’origine e lato n , si ha

(2) B ,n Q ,cQ ,
(3) p  (B , D Qi) <  P (B*) +  P (Q,) ^  P (E) +  P (Q .).

Le (2), (3) ci assucurano che la successione {Bj D Q ,}  si trova nelle ipo 
tesi del teorem a IV  onde da essa se ne può estrarre  una convergente. Sia 
{ B ^ n Q J  una successione convergente e s tra tta  dalla { B ^ n Q !} . L a sue- 
cessione

{ B ^ n Q 2}

si trova nelle ipotesi del teorem a IV  onde se ne può estrarre una convergente. 
Sia {B 2̂ n Q 2}.

Procedendo in questo m odo si possono costruire le successioni di insiemi 
(ciascuna e s tra tta  dalla precedente)

{Bx*} , {B9A},

tali che le successioni
{BkhC\ Qk}, k =  1 , 2 ,• • •

convergono in media. A llora la successione

{B««nQ^}

sarà convergente per ogni intero p .
Poniam o

(4) B* =  Bnn , lim  B *nQ P =  Bp , B = u B ^
r - >  00 p=j_

(si n o ti che il lim ite è inteso nel senso della convergenza in media) e dim o 
striam o che B verifica le condizioni del teorema.

Poiché
B —  L  =  E — L = > P  (B) > A

basterà  provare che

a) B — L =  E —  L

S) P ( B ) < X .

L a a) segue im m ediatam ente dalle (1), £4).
Per dim ostrare la b) osserviamo che risulta

(5) P ( B , n Q ^ ) < P ( B t ) .

sarebbe possibile in, base al teorema III, sceglierli tali che

misCRA<  [ P ( E ) ] ^ - 1
e poiqhé ovviamente si ha

— L =  E — L <=> — L =  CE — L

si potrebbe ragionare sulla successione {CB^} giungendo ad un insieme il cui complementare 
soddisferebbe alle condizioni richieste dal teorema.
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In fa tti se {nn} è una successione di domini poligonali di m isura finita 
che convergono (in media) a Br, e verificano la condizione

lim  P (nn) =  P (Br),

per ogni n risu lta
P (jzn D Qp) <  P (n„) (3)

da cui, per i teorem i I e II,

P (Br n  Q̂ ) =  lim P (tc„ n  Qp) <  lim P (izn) = P (Br) .

D alla (5) si ha

(6) lim P (Br D Q*) <  lim P (Br) -  X

e in v irtù  del teorem a I

P (B^) <  lim P (Br n  Qp)
r - >  00

e per la (6)

(7) P ( B ^ ) < X  

da cui

(8) lim P (B*) <  X.
p- -̂OO

Gli insiemi hanno perim etri equilim itati (per la (7)) e inoltre sono 
tu tti  lim itati, quindi in base al teorem a I I I  si ha

(9) mis Bp <  [P (Bp)]rlr~ z <  X ^ - 1

cioè gli insiemi sono di m isure equilim itate.
Essendo {B^} una successione crescente si ha

lim B^ =  u  B* =  B
p  —>  OO t>~T-

e quindi, ricordando la (9),

mis B =  lim mis Bp , mis (B —  B^) =  mis B —  mis Bp
p  - > o o

cioè si ha la convergenza in m edia della successione {B^} verso B.

(3) Per la relazione
P Ù^nQ^) <  P (w*)

si noti che poiché, come è facile verificare, il perimetro secondo De Giorgi dei domini poligonali 
coincide con la misura elementare della frontiera è evidente che se iz è un dominio poligonale 
di misura finita e S un semispazio si ha

P(7rnS)<P(7T)

da ciò segue che se Q è un quadrato è

P (w o Q )< P ( tc).'
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Allora, per il teorem a I,

e per la (8)

P (B) <C lim P (B 0
p ->  OO

P (B) <  X,
C. v. d.

B i b l i o g r a f i a .
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