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Astronomia. — Sulla attendibilità di alcuni dati e presupposti 
finora ammessi nella ricerca di una legge universale di gravitazione. 
Criteri per necessarie revisioni e possibilità di eventuali verifiche al 
riguardo. N o ta0  del Socio V itto r io  N o b il e .

1. È  ben noto che col procedim ento generalm ente seguito ed esposto 
nei t r a t ta t i  di m eccanica e di astronom ia per m ostrare come si possa dai 
d a ti di osservazione dedurre la legge new toniana e caratterizzarla  come uni
versale si a ttribu isce ad un  p ianeta  generico una accelerazione radiale d ire tta  
verso il centro del Sole: ciò in base alla seconda legge di Keplero la quale 
im plica per la forza la d e tta  condizione ed è, come pure la prim a, da r ite 
nersi rigorosam ente valida nel caso del m oto im pertu rbato . Passando quindi 
dalla espressione r  —  rO2 dell’accelerazione radiale nel m oto piano ad altra 
o tten u ta  con la elim inazione del tempo, a mezzo dell’integrale delle aree 
(formola di B inet), si perviene, dopo l’introduzione dell’equazione dell’orbita, 
ad una espressione in cui rim ane una sola delle tre costanti che quella equa
zione comprende, cioè il param etro  p  della conica, il quale forma, insieme 
alla costante c della velocità areolare, l ’unico term ine riferibile al particolare 
m ovim ento considerato. Il valore num erico di tale term ine c2/p risu lta poi 
identico per tu t t i  i p ianeti del sistem a ed è in base a tale dato  che rim ane 
a ttrib u ito  al de tto  num ero il significato di costante universale e stabilita  
quindi la legge di gravitazione.

Sulla p red etta  m aniera di argom entare e di procedere si possono fare 
due obbiezioni di n a tu ra  differente e ben sostanziali. L a prim a riguarda la 
incondizionata valid ità  che si è creduto di potere a ttribu ire  alla terza legge 
di Keplero, ciò che non sem bra sufficientem ente giustificato in base alle sole 
osservazioni fa tte  sui. m ovim enti effettivi dei pianeti. Quelle osservazioni 
sono s ta te  eseguite nel caso di m ovim enti ellittici evidentem ente « speciali » 

orbite quasi circolari e piccole inclinazioni m utue dei loro piani -  e tali cir
costanze potrebbero  far pensare che il verificarsi della relazione kepleriana 
pei p ianeti del detto  gruppo dipenda da particolari condizioni « iniziali » 
del m oto, determ inate da rem ote e complesse cause che abbiano operato 
du ran te  il processo evolutivo in cui si è form ato il sistem a solare (I). Con-

(*) Presentata nella seduta del 12 giugno 1962.
( t) Si vede propriamente come, nel caso di orbite circolari -  nelle quali, per la legge 

delle aree, il moto orbitale è necessariamente uniforme -  basti supporre che, per effetto 
delle cause predette, le velocità iniziali siano risultate inversamente proporzionali alle radici 
quadrate dei raggi delle orbite perché, con tale legge di distribuzione, si dia luogo alla terza 
legge kepleriana. Se indichiamo con v ì , ai e T; rispettivamente la velocità, il raggio del
l’orbita e il periodo di rivoluzione del pianeta P* e con X una costante indipendente da z, si 
avrà infatti, in conformità della detta ipotesi:
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siderazioni di tal n a tu ra  sono probabilm ente quelle che hanno fa tto  sorgere 
qualche dubbio sul cara ttere  di generalità  assegnato alla legge in questione 
e hanno dato  luogo a ten ta tiv i per evitare di includerla fra i dati nella ricerca 
della espressione definitiva della legge di gravitazione. Al medesimo scopo ten 
dono pure, con maggiore determ inatezza e con risu ltati conclusivi, mie succes
sive ricerche alle quali sarà accennato più oltre insieme a nuove considerazioni.

Deve in secondo luogo essere rilevato come non si possa, in una inda
gine condotta con altro  procedim ento, escludere una ipotesi con cui si am 
m etta  che P intensità della forza di a ttrazione dipenda, oltre che dalla d istanza 
del p ianeta dal Sole, anche, esplicitam ente, dalPorientam ento del raggio 
vettore e dalla velocità orbitale.

2. R iservandom i di tra tta re  a p arte  della nuova ipotesi ora accennata, 
mi lim ito qui, riguardo ai dubbi della prim a specie, a riafferm are che in 
una im postazione logicam ente rigorosa della ricerca della legge di g rav ita 
zione non può farsi in tervenire la terza legge kepleriana. L ’im portan te dato 
che viene così a m ancare deve essere p ertan to  sostitu ito  da nuovi, equivalenti 
risu lta ti di osservazione o (meglio) da una ulteriore e ben giustificata condi
zione generale da in trodurre. Q uesta seconda via fu scelta da J. B ertrand 
col porre un problem a che com prende quello qui considerato e la nuova 
condizione consiste nelPesprim ere che la forza -  supposta centrale e dipen
dente dalla sola posizione del m obile -  debba determ inare come tra ie tto ria  
una conica, quali che siano le condizioni iniziali del moto. L a soluzione d ata  
a tale problem a da G. H. H alphen, alquanto  laboriosa e artificiosa, è, dal 
pun to  di vista m atem atico , com pleta, m a non risolve il problem a astrono
mico perché fra le leggi di forza rispondenti alle condizioni dell’enunciato 
si trova bensì compresa quella new toniana, m a come caso partico lare di 
a ltra  più generale dalla quale non può essere prescelta e p resen ta ta  come 
soluzione unica senza aggiungere una nuova condizione, cioè che la forza 
debba dipendere dalla sola d istanza del punto  mobile dal centro. Tale con
dizione che, posta a priori, appare arb itra ria , risu lterà di fa tto  realizzata 
nella sóluzione definitiva del problem a, m a ciò solo dopo che la legge new 
toniana sia $ tata dedo tta  d ire ttam en te  per a ltra  via.

Questo scopo si raggiunge senza difficoltà quando si segua un procedi
m ento da m e già a ttu a to  in passato  m a sul quale è necessario rito rnare con 
più ampio sviluppo, sia per meglio illustrare le circostanze singolari che hanno 
determ inato  ci successo della ricerca, sia anche per accennare a nuovi possi
bili mezzi sperim entali di indagine ai quali nell’epoca delle precedenti ricerche 
non si poteva pensare.

3. In  uria N ota p resen ta ta  per la pubblicazione in questi «R endiconti»  
dal Levi C ivita nel 1930 (2) l ’autore, N. Sakellariou, tra tta v a  un problem a 
che destò in ime qualche interesse per la sua attinenza con miei studi in corso

(2) N. S a k e l la r io u , Sur une classe de mouvements centrales, questi « Rendiconti », 
voi. XII, fase. io.
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su quello della gravitazione. Si tra tta v a  in questo nuovo problèm a di un 
m oto centrale in cui le tra ie tto rie  erano coniche del piano con un fuoco 
comune, coincidente col centro fisso e l ’in tensità  della forza si supponeva 
funzione della distanza del punto  mobile dal centro e dalla velocità del 
punto  stesso. Sebbene la form a alquanto  trascu ra ta  dell’esposizione e un 
errore m ateriale di calcolo (3> in cui incorre l ’autore potessero far sorgere 
dubbi sulla im portanza di quello studio e anche sulla esattezza delle conclu
sioni, non poteva, d ’a ltra  parte , sfuggire alla m ia attenzione una ipotesi 
come quella della influenza della velocità sulla gravitazione. Tale ipotesi, 
indipendentem ente dalla possibilità o meno di trovarne una giustifica a priori, 
mi si presen tava come partico larm ente opportuna perché io potessi appli
care, nel caso del fondam entale problem a che avevo in vista, un procedi
m ento analitico che consentisse un esame contemporaneo di varie ipotesi 
possibili: ciò nel concetto che in tali condizioni potessero apparire m utue 
dipendenze fra le ipotesi medesime. Fui indotto  così a porre un problem a 3 (4) 
analogo a quello del cita to  autore m a generalizzato in doppio senso, cioè 
pia riguardo alle curve assegnate come traiettorie, le quali vengono definite 
da u n ’equazione in coordinate polari dipendente da k  param etri, sia per 
quanto  concerne la form a della funzione R rappresen tan te  l ’in tensità  della 
forza centrale (riferita alla m assa unità), funzione che si suppone dipendente 
non solo dalla posizione del mobile m a anche dalle due derivate tem porali 
delle coordinate, ossia -  a differenza dalla ipotesi del Sakellariou -  dalla 
velocità, in grandezza e direzione. (Si troverà poi più vantaggioso assumere 
come variabili le q u a ttro  r;, 0 , v , co, indicando con co l ’angolo del raggio vet
tore con la tangente alla tra ie tto ria). La R si suppone inoltre indipendente, 
esplicitam ente, dal tempo.

In quanto  ai particolari del procedim ento da me seguito e che qui ricordo, 
va n o ta to  come questo debba necessariam ente iniziarsi con l ’eliminazione 
delle costanti p redette  fra l ’equazione delle1 assegnate traie tto rie  e altre k 
le qulali possono ottenersi col derivare la prim a k  volte rispetto  al tempo; 
si avrà così una risu ltan te  la quale dipenderà, oltreché dalle coordinate r  e 0, 
dalle derivate tem porali di queste fino a quelle di ordine k. Se è k =  2 l’eli
m inazione di quelle del secondo ordine è im m ediata perché dalla espres
sione dell’accelerazione radiale e da ll’annullarsi della com ponente trasversa 
della accelerazione nel m oto piano si deducono le due relazioni

(1) r = R  +  rÒ2 , 0 =  —  ^ Ìr

e la risu ltan te  p redetta  assume allora la forma 9  (R , r  , 0 , r , 0) =  0 ,  con che 
la R rim ane determ inata in funzione delle qu attro  variabili dalle quali, secondo

(3) Quell’errore fu, naturalmente, rilevato dal Levi Civita, il quale però si limitò a 
far seguire, in una sua successiva Nota, una soluzione diversa del medesimo problema, con 
la quale era introdotta la necessaria rettifica.

(4) Sulle leggi di forza centrale corrispondenti ad assegnate traiettorie e sopra un caso par
ticolare notevole, questi « Rendiconti », voi. XV.
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l’ipotesi, dipende. Se è k >> 2 le derivate tem porali di r  e 0 di ordine supe
riore al secondo si o tterranno  derivando k —  2 volte le (I) e-in troducendo 
successivam ente nei secondi m em bri le espressioni trovate  con le operazioni 
precedenti. R isulteranno così tu tte  le derivate espresse in funzione delle sole 
q u a ttro  variabili predette, m a si in trodurranno  nel corso dei calcoli, oltre 
alla R, le derivate parziali di questa funzione fino a quelle dell’ordine k — 2 

e la risu ltan te  anz ide tta  si trasform erà in una equazione alle derivate p a r
ziali, in generale non lineare, di ordine k — 2. Nel caso che specialmente in te
ressa pel presente studio è k =  3 (num ero dei param etri ne ll’equazione polare 
della conica considerata) e la corrispondente equazione alle derivate parziali 
è lineare e del prim o ordine e si scrive im m ediatam ente quando si no ti che 
l’espressione com pleta di dR /d t, la quale, essendo cR/c7 =  o, prende la forma

3R
dr

3R
^ +  w e +

3R
dr

3R ..
^ + ^ r 6 ’

deve essere eguagliata, in considerazione di una relazione (5) indicata nella 
m ia già c ita ta  N ota, a — 2 r Rjr. Si ha così, introducendo le (I), l ’equazione 
cercata

(2)
3R . 
~drT

3R ^
30 e +

3R
3 r (R +  ré 2) 2 r 0

r
3R
30

2 f  R 
r

4. M a non è la (2) la form a dell’equazione fondam entale che meglio 
valga a m ettere  in luce i vantaggi di una trattazione che contem pli e p ro 
spetti insieme le varie ipotesi finora avanzate o accennate nell’esame del 
grande problem a. Di tali vantaggi, i quali consistono essenzialm ente nello 
scorgere eventuali collegam enti logici fra  taluni principi e presupposti che 
si è condotti ad am m ettere nella costruzione di nuove teorie nelle scienze 
della n a tu ra , si ha un esempio di singolare im portanza quando si consideri 
la form a che assume l’equazione (2) dopo il passaggio delle variabili r , 0 , r , 0 
alle altre r , 6) , v , co, innanzi definite. Si vede in fatti da questa seconda equa
zione che qui si riporta  (6)

✓ SR R 3R 2 R . tg co / 3R Rr +  v2 3R\
 ̂ - dr ' v dv r ' r \ 30 v2 eco j °

come le due variabili 0 e co risultino legate, nel senso che qualora si am m etta  
che la funzione R sia da ritenersi indipendente dalla co una conclusione iden-

(5) La relazione accennata è = ------e sussiste per qualunque sistema di valori

delle quattro vàriabili r  , 0 , r 0, essendo stata dedotta subordinatamente alla sola condizione 
che sia nulla la derivata temporale di r 2 0 (ossia che manchi l’accelerazione trasversa). Ri
sulta pure dal precedente studio qui ricordato che nei movimenti sulle singole traiettoriejf.
l’intensità della forza può in ogni caso assumere l’espressione R = ’ —  intendendosi tuttavia
il valore della costante k differente da una traiettoria all’altra. La determinazione delle con
dizioni da imporre alla R perché i valori delle singole costanti si confondano in un unico 
costituisce lo scopo della presente ricerca.

(6) Cfr. la mia Nota innanzi citata.
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tica segua necessariam ente riguardo alla Q. Questo collegamento è ben visi
bile nella (3) perché, qualora si ponesse in questa 9R /3co =  o, ritenendo invece 
9R /30 o, la soluzione generale dell’equazione stessa conterrebbe una varia
bile 00 priva di significato. E  non meno chiaram ente appare il detto  collega
m ento quando si passi a scrivere l ’equazione omogenea che occorre form are 
per giungere all’integrazione della (3). Tale equazione sussidiaria

(A\ df R df  tg co / d f __ Rr  -f v* d f \ __2 R df __
dr ' v dv ' r  \ 30 v2 9co / r 3R

viene a m ancare, nel caso considerato, del term ine com prendente 3/ /3co e 
alla form a così r id o tta  corrisponde il sistem a differenziale delle ca ra tte ri
stiche

(5 ) dr vdv rdO 
tg co

rd  R
2 R

nel quale però le tre equazioni indipendenti debbono ridursi necessaria
m ente a due, dovendosi escludere, nello scrivere separatam ente le equa
zioni singole, quella com prendente la terza delle espressioni (5), in quanto  
dipendente dalla variabile co, che è, per l’ipotesi fa tta  3/ /3co =  o, estranea 
al problema.

Questo prim o risu lta to  è già m olto im portan te  perché la non d ipen
denza della forza centrale R d a ll’orientam ento del raggio vettore cessa di 
essere una ipotesi -  am m essa come tale dai ricercatori del passato, ciò che 
sem brava del resto  inevitabile -  m a va considerata come una realtà, il cui 
definitivo riconoscim ento rim ane soltanto  condizionato a fu tu ri accertam enti 
sulla effettiva inesistenza di quelle perturbazioni della forza R  dipendenti 
dalla direzione della velocità orbitale e previste con l ’im postazione della 
equazione (3). L a form a più generale che può assum ere la funzione R  nelle 
condizioni p redette  si determ ina osservando che le equazioni (5) indipendenti 
dalla co am m ettono le combinazioni integrabili

2 R dr +  rd K  — o , vdv fi- r d R +  R dr =  o 

9 quindi i due integrali

R r2 =  cx , v2 f i  2 R r  =  c2

e di c^ui segue, per la R, la condizione, necessaria e sufficiente, di verificare 
una relazione della forma

(6) <p (R r2 , v2 -f- 2 R r)  == o,

con 9 simbolo di funzione arbitraria.
Se ora si esclude ogni influenza della velocità orbitale del mobile sulla 

in tensità  della forza centrale la funzione <p d ipenderà soltanto dalla varia
bile R r2 e l ’equazione (6) si ridurrà , d a ta  l ’a rb itra rie tà  della d e tta  funzione, 
a Rr^ — C .=  o, con C costante universale, in quanto  indipendente dalle 
singole traie tto rie  e dai m ovim enti su queste. S i perviene così alVespressione 
newtoniana della forza , senza necessità di introdurre fra  i dati la terza legge
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di K ep lero^ . (Questa viene poi ritro v a ta  con procedim ento stre ttam en te  
deduttivo  nello sviluppo della teoria dei m oti p lanetari e stab ilita  pertan to  
senza alcuna lim itazione riguardo ai dati iniziali del moto).

5. Come si vede, in seguito al risu lta to  così o ttenu to  e a ll’altro, non 
meno notevole, con cui si stabilisce la non dipendenza dell’attrazione dal- 
Porientam ento del raggio vettore, viene a determ inarsi un assetto più sem
plice e chiaro di concetti e cognizioni che stanno a base della meccanica 
celeste.

I progressi così realizzati non sono soltanto  di ordine logico e di semplicità: 
basterà, per accertarlo, no tare  come con gli accennati risu lta ti si venga in 
possesso di argom enti decisivi per potere affermare la valid ità  della legge 
new toniana fuori del sistem a solare. R iferendom i in fa tti a quanto  già detto  
innanzi sulla soluzione d a ta  d a ll’H alphen ad un fondam entale problem a 
posto dal B ertrand  ricordo che in quello scritto  è sta to  d im ostrato  come 
tutte le leggi di forza centrale alle quali corrispondano come traie tto rie  le 
coniche del piano rientrino necessariam ente ne ll’una o nell’a ltra  di due ca te
gorie ben definite e rapp resen ta te  con due forinole com prendenti, oltre alle 
coordinate polari del pun to  mobile, alcune costanti. Si trova così che una 
sola delle d e tte  forinole può, con opportuna scelta delle costanti com pren
dere l ’espressione new toniana: questa dunque sarebbe da ritenersi valida 
incondizionatamente, quindi anche fu o ri del sistema solare (sistemi stellari 
binari o m ultipli) se l ’ipotesi che perm ette  di giungere alla espressione cercata 
con l ’eliminazione della coordinata angolare non dovesse considerarsi, in 
m ancanza di concreti ten ta tiv i di giustifica, arb itra ria . Tale arbitrio  cessa 
di esistere e la dipendenza della forza dalla sola d istanza è ora da ritenersi 
un  fa tto  bene stab ilito  con la presente ricerca: ciò in base ad una sola premessa 
m olto natu ra le  ('inesistenza di un supposto influsso della velocità del mobile 
sulla in tensità  della forza di attrazione), premessa che appare, anche per 
im portan ti rilievi particolari, incontestabile. Cade in fa tti con l ’accennata 
ipotesi anche l’a ltra  sulla dipendenza della forza dalla direzione del raggio 
vettore, ciò p^l collegamento fra le due che è già apparso con la impostazione 
del problem a. Degli accennati rilievi e della possibilità a ttu a le  di procedere ad 
un concreto accertam ento sulla valid ità  dei presupposti ammessi attraverso  
un controllo sperim entale mi propongo di tra tta re  in una successiva N ota.

(7) Al ihedesimo risultato si giunge in maniera non meno semplice quando si osservi 
che l’equazione (3), quando si introducano le condizioni (collegate come si è visto) 3R/9co =  o, 
3R/30 = o e anche l’ultima 3R/3z/= o si riduce ad una equazione differenziale ordinaria che

j dR  2 Rlega la funzione R alla sola variabile indipendente r, cioè a —7— = ---------  , la quale inte-dr r
grata dà appuntò R r2 =  C.

(8) Un’altra categoria, indicata pure dall’Halphen, comprende altre leggi di forza, 
fra le quali quella indipendente dalla direzione del raggio vettore determina come traiet
torie delle coniche il cui centro di figura coincide col centro attraente: caso che le osservazioni 
sui sistemi binari permettono di escludere ai fini della ricerca della legge di natura.


