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C a ta ld o  A g o s t in e ll i ,  S u una spiegazione magnetoidrodinamica, ecc. 801

M agnetoidrodinam ica. — Su  una spiegazione magnetoidrodina­
mica delVesistenza del campo magnetico terrestre e di quello generale 
delle stelle. Nota II °  del Corrisp. C a t a l d o  A g o s t i n e l l i .

4. C ontinuando la tra ttaz ione in iziata nella N ota I, se analogam ente 
consideriamo l ’equazione

ro t v =  (o (/),

si ha la soluzione partico lare

(22) *>1 =  —- .«> A (P — O) , con div vz =  o.

Ponendo quindi

(23) V — 4 <oA(P —  0) +  g r a d /

e prendendo la divergenza di am bo i m em bri si ha

(24) A2/ = o ,

cioè anche la funzione f  sarà una funzione armonica.
Supponiam o che il recipiente ellissoidale in cui si muove la m assa fluida 

sia do ta to  di un m oto traslatorio  rigido con velocità va. Im ponendo che 
sulla superficie £  sia nulla la com ponente norm ale della velocità re la tiva 
v —  ®o> dalla (23) si deduce che in superficie deve essere verificata la condizione

- p  =  v0 x n  — A- <0 A (P —  O) X n , sopra 2  ,

cioè, dette  voz, vQ2, voì le com ponenti di vQ ed co,, co2, co3 quelle del vortice 
«>, secondo gli assi dell’ellissoide, si ha

(2 5) ÌLjOL 1 j / i _  1
3x a2 ~t~ dy b2 "P

3/  z x . y
~  Voi~^ +  v°2~p

1 z+  » .s7 ~

2 (tó2z  —  w3 V) +  (w3 x  —  wi S) +  (“ z y  —  w2 x) A  ’ sopra £ .  

Con calcolo analogo a quello con cui si è determ inata la funzione F, si trova

(26) / =  vOJx  +  v02y  +  voiz- 1 ib2-
2 \ b 2 S  c

e r  C‘co, -yz + c2 4- d
a2 a2 — b2co2-zx 4- - 2 , M co3 -xya2 +  b2

(*) Presentata nell’adunanza del 12 maggio 1962.

Si. —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 6.
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In v irtù  della (23) le com ponenti cartesiane v1 }v 2 , v 3, della velocità di una 
particella fluida risultano quindi

i =  ®oi +
0)2 r # •

w3

(27) v* =  v°* +  b\ l F T p x

c2 -f- a? a2 +  b2

COi

V, = W03 +  <A:
COI

b2 +  r2 x -

b2 +  c2

CO 2

c2 +  à2

5. Osserviam o ora che prendendo il ro tore di ambo i m em bri della terza 
delle (I), ed elim inando il ro t E  per mezzo della seconda, poiché il vetto re I è 
indipendente dal punto , si ha

(28) dB
+  ro t (B a ®) =  o.

Così pure, prendendo il ro tore di ambo i m em bri dell’equazione del m oto e 
ponendo ro t v =  co, si ha

(29) ~  +  ro t («> Av) =  — ro t ( I a B ) .

D unque i vetto ri densità di corrente I  e vortice co, che abbiam o supposti as­
segnati a priori, devono essere tali che siano verificate le condizioni (28) e 
(29), le quali, essendo div B =  o e  div v =  o, danno luogo alle seguenti equa­
zioni scalari

dB h
( 3 ° )  di  +  Vl dx  +  V* dy +  V* dz B- ^ -  +  B. | r  +  B> #

(n diùh   /  dvfr dvfr dVfr \  , I  / -r dB% y  dBfr , j  dBfr \

(h =  1 , 2 , 3).

Sostituendo nelle (30) in luogo delle e % i valori espressi dalle (21) e (27), 
si ottengono delle equazioni lineari in x  , y  , z. Poiché esse devono essere verifi­
cate identicam ente, uguagliando a zero i coefficienti, si hanno le seguenti 
equazioni

/ i; =  oéJ (cù2-I3 —  co3 I2)

(32) . I 2 =  OĈj (C03 I r 6)j I3)

\ 3̂ 3̂ 2̂ ^2 II) >

nelle squali gli apici indicano derivazione rispetto  al tempo, e dove per sempli­
cità si è posto.

à2 (b2 +  C2)
(c2 +  a2) {a2 +  b2)

b2 {c2 +  a2)
\a2 +  b2) (<b2 +  c2;

<* {a2 +  b2)
{b2 +  O  (c2 +  a2)
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Ponendo inoltre

sii =  k, r, , aa = Kar,2 2 > =  k3 r3,

che sono q u an tità  proporzionali alle com ponenti del m om ento del dipolo, 
si hanno le u lteriori equazioni

I °̂3 T
. 1 -r #  12 ‘

I

■I3 + - ^ r f f a«,tf2 +  <$2 a * +  b* a'2 3 c2 +  a2 22 $ì3

(33) < + + l2/0 3 ___ T I ' gy ^
« 3  '

_L v ° 2 T _____ Vo1  T 1
,n3 I £2 2̂ AI 2̂ _i_ „2 12 Tf  + a2 £2 + a2

oj2 —

a2 +  b2 

b2 +  c

Stz 0)3 =  O

.2 ®2 “ 1 =  O.

A nalogam ente dalle (31) si deducono le seguenti equazioni

(34)

+  <  % +  t* w3— y l .  Is) =  o 

0)2 +  K ^ r T L -  (m3^a2 +  er 
b2 — a2

■ - i w )

tó3 +  a3 ̂ 3 + “a K  W2—  — P I2] =  O.

Il sistem a di equazioni (32) e (34), che definisce le com ponenti I t , I2 , 13 del 
vettore corrente di conduzione I  e le com ponenti C0j , w2 , co3 del vortice o> in 
funzione del tempo, am m ette  i seguenti q u a ttro  integrali prim i quadratici 
fra loro indipendenti (cfr. i lavori c ita ti in (I>);

(35)

(36)

(37)

Iz I’ Io------ \- ----- 1----— == cost.
oc2 a2 oc21 2 3

b2 +  2̂
«£ + ■ •< + a2 -f b2 2 i ( d

3 S U 2 ^  oc2 ^  a 2 3
cost.

V2 +■ r . c2 -\-a2 t , tf2 +  b2 t; 11 C0j -| -—  I2 oa2 -|  —  I3 co3 — cost.

(3 8 ) (b2 +  c2)2 2 , 
COj; - ) - i £ l ± ^ ! tó2 4. , ( ^ ± i ! ) !2 2 I o

I  / £4
4 i? +  4 i :  +  4 i ; i  =  CoSt

Si riconosce facilm ente come questi integrali sono sufficienti per ridurre 
l ’integrazione del sistem a di equazioni (32) e (34), alle quadrature. Invero, 
ponendo

A  =  b2  +  r2 , B — c2 à 2 , C =  a2 -f- b2,

“ 1 = — «z P , « 2 =  — a 2q , w3 =  — «3r ,

Iz Io *̂z Ti ) I 2 == Io ^2 T2 y I3 := Io ^3 T3 i

(39)
t  =  a , a 2 a 31 ,
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dove Io è la costante del secondo m em bro dell’integrale (35), le equazioni (32) 
e (34) d iventano

=  j A |  +  ( C - B ) ^ - T ^ T 3) = o

(32) \ =  (34 ) j B ^  +  (A —  C)(rp  —  -Y3Ylj  == o

f V T  =  \ +  (B — A) ( ^ — T " ^ T 2) =  o ,

che sono le equazioni di ■ P.òis.son—Eulero relative al m oto di un corpo rigido 
intorno a un pun to  fisso O, le cui molecole sono a t tra tte  da un piano fisso 
proporzionalm ente alla d istanza da questo piano (problema di De Brun) (3b 
In esse yx , y2 , y3 sono i coseni d ire tto ri della norm ale condotta dal punto  fisso 
al piano a ttiran te , m entre p  , q , r  sono le com ponenti della velocità angolare 
di rotazione secondo gli assi principali d ’inerzia relativi al pun to  fisso ed 
A , B ,C  rappresentano i m om enti principali d ’inerzia relativi allo stesso punto.

Il problem a di m oto m agnetoidrodinam ico considerato è dunque equi­
valente al problem a di De Brun. M a questo problem a si risolve come si sa m e­
d ian te quadratu re , perciò a ltre ttan to  avviene del problem a m agnetoidrodi­
nam ico qui considerato.

In v irtù  delle posizioni (39) i q u a ttro  integrali precedenti diventano

(35') y* +  y* +  y3 ==i

(36') Ar  +  B?2 +  O 2 +  ^  (Ayj +  By* +  Cy*> =  h (cost.)

(3/ )  A p  y? +  Bq y2 +  O  y3 =  K0 (cost.)

(38') A2p2 -f- B2^2 +  C2 r 2 — - (BC Tl +  CA y2 +  AB y3) =  / (cost.)

il prinko dei quali è l ’integrale dei coseni d irettori, il secondo l ’integrale del­
l ’energia, il terzo l ’integrale del m om ento della q u an tità  di m oto. L ’esistenza 
del quarto  integfale consente di integrare il sistem a (32'), (34') m ediante qua­
dra tu ra , e quindi anche il sistem a (32), (34).

D eterm inate cosi in funzione del tem po le com ponenti dei vettori I  ed co, 
rim angono da considerare le equazioni (33), in cui sono da ritenere assegnate 
in funzione del tem po le com ponenti vQ 1  , vQ2, vos della velocità di traslazione 
dell’ellissoide. Esse allora costituiscono un sistèm a di tre equazioni diffe­
renziali ordinarie lineari del prim o ordine, non omogenee, che definiscono le 
tre com ponenti del m om ento del dipolo in funzione del tem po e per mezzo 
di elem enti no ti.

R isulta così d im ostra ta  l ’esistenza nell’interno dell’ellissoide di un m oto 
m agnetoidrodinam ico vorticoso che dà luogo ad un campo m agnetico la cui 
com ponente norm ale in superficie assume gli stessi valori di quella che deter­
m inerebbe un  dipolo m agnetico posto nel centro.

(3) Cfr. P. APPELL, loco citato, T. II, Chap. XXV, n. 499.
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È opportuno osservare come le equazioni (33) am m ettono un integrale 
prim o che si o ttiene facilm ente m oltiplicandole rispettivam ente per

(*9 +  +  O  Ix , +  0 '( « a +  +  <?) +  O  I3 ,
som m andole quindi m em bro a m em bro e tenendo conto delle (32). Si deduce 
così

(40) (a2+  b2) (c2+  a*) Sx Ix+  (b2+  c2) (a2+  b2) « a I2+  ( ;2+  **) (Jf+ c2) 13 =  cost,

che è rin teg ra le  richiesto.

6. Nel caso in cui l ’ellissoide si riduce ad una sfera, e quindi a =  b =  c, 
le equazioni (34) m ostrano subito che le componenti cox , co2 , co3 del vortice sono 
anche costanti rispetto al tempo e il  moto interno della massa fluida si riduce ad 
una rotazione rigida uniforme con velocità angolare -ì- co=  —■]/cox co2 -f- co*'.

In  questo caso le equazioni (32) d iventano più sem plicem ente

[ li ~  (W2 I3 ^ 3 12)

(41) IL =  ~(cù3 Ix —  co, I3)

( I3 = —( ^  I3 —  COa Ix),

delle quali sussistono gli in tegrali

(42) li +  I2 +  I3 == I0

(43) li ~h ^ 2 12 4~ ^ 3 13 ^  Jo c)
i quali esprimono che il vetto re densità di corrente I  ha m odulo costante Ic e 
form a un angolo costante con la direzione del vortice, essendo J0 la pro ie­
zione di I  nella direzione del vortice.

D erivando am bo i m em bri della prim a delle (41) rispetto  al tem po ed 
elim inando 1̂  , I3, servendosi delle altre  due, si ottiene facilm ente per ,1’im  
cognita Ij l ’equazione

I" +  — 0)2 li =  — (*>1 c jo  ,

e analogam ente per I2 e I3. Si deducono allora facilm ente per It , I2 , I3, i 
seguenti valori:

(44)

Ix = ~ :
COI

co J o + C . c o s  —  2 Cùt +  C 2
1

s e n  —
2

Cùt

h — CO 2
J o -

I
co

<  +  “ 3

• ( « I fc>2 C j - f - 1co3 coC2)  c o s —  Cùt -2 —  (coco 3C , - Oj co2 C a)  s é n —  Cùt 
2

I3
;__ ^ 3

J o -
I

CO

l
(® X 0)3 C  — ■coco2 C 2)  c o s Cùt •2 r  (<*>«.2 G j-J- cox co3 C 2)  s e n 1 Cùt2
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dove Cz , C2 sono costanti arb itrarie. Le com ponenti della corrente d | condu­
zione sono dunque funzioni periodiche del tem po di periodo T  =  4 tu/oì, uguale 
a quello di rotazióne della m assa fluida.

Le equazioni (33) d iventano ora

I SJ'i +  -  (« 3  S3) =  — (v0 2 l 3 ~ v 0 3 h)

(45) j ^2 -j~ — (WI S 3 =  ^2" (^03 ^  Vox ^3)

! +  — («a — O), 2) =  —  (Z/CI I2 — Z/02 I,) ,

i cui secondi m em bri sono noti, m entre i prim i membri, uguagliati a zero, si 
identificano con le equazioni (41).

Si riconosce facilm ente, avendo riguardo alle (41), che le equazioni (45) 
am m ettono gli in tegrali prim i

(46) L ~f~ I2 I3 S3 =  cost.

(47) Si +  W2 S2 +  <*>3 S3 +  (vQ1 L +  v02 I2 -f- 0̂3 I3) ---

---“ an/ ( * ,  Ir +  ^ 2  I2 +  ^03 I3)c #  =  coK0 (cost.)

il prim o dei quali non è altro  che l ’integrale (40) per a =  b =  c.
Per in tegrare nel modo più semplice il sistem a (45), osserviamo che indi­

cando con K il vetto re di com ponenti S r , S 2 , S3 esso equivale a ll’equazione 
vetto ria le

(48) « + i . K A » - j i r ^ A l ,

da dui, derivando ambo i m em bri rispetto  al tem po, ricordando che co è vettore 
costànte, tenendo conto dell’integrale (47) che si può scrivere

KXco +  ~ © 0 X I — ~  v'Q x  I-dt =  coKOJ
^ i

d\ 1e osservando che per le (41) è —  =  — co AI, si deduce l ’equazione

(49) . ^  +  i „ - K  =  4. ( 0 ,

dove con (£) si è indicato il vettore definito dalla relazione
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Prescindendo allora da ll’integrale generale dell’equazione omogenea associata 
alla (49), le cui com ponenti sono della form a (44), si ha infine

(Si) K (f) =  — — c o s ~ < ù t - j & (f ) - s e n iùt-dt -f-

- f - s e n - o ) / -  j* (t) cos — cùt-dt,

che fornisce in funzione del tem po il vetto re K che è proporzionale al m om ento 
m agnetico del dipolo.

Se la velocità di traslazione vQ è una funzione periodica del tempo (come 
nel caso di una rotazione uniform e del centro della sfera fluida), di periodo 
diverso di quello di rotazione della m assa fluida, si riconosce facilm ente che 
il m om ento m agnetico del dipolo risu lta una funzione oscillante del tempo, 
in generale non periodica, che si m antiene di grandezza finita nel tempo.

U n  caso particolare notevole si ha quando la traslazione è uniform e e 
quindi la velocità vQ è costante. In questo caso si ha dalla (50)

4> ( / ) = | a K 0(» +  ^ - J 0«»0- A - * o X « > ' I ,

e se v0 X =j= o, se cioè la traslazione e la rotazione non sono ortogonali, 
il secondo m em bro è periodico di pulsazione co e pertan to  la (51) dà luogo ad 
integrali oscillanti di am piezza crescente indefinitam ente col tempo. Si ha 
cioè un fenomeno di risonanza in cui le oscillazioni del m om ento m agnetico 
del dipolo vanno esaltandosi col tem po. U na traslazione m olto prossim a al 
m oto uniform e darà  allora luogo ad un m om ento m agnetico del dipolo quasi 
periodico rispetto  al tem po, e di am piezza m olto grande. Questo risu ltato  può 
spiegare, come risu lta  dalle osservazioni, l ’esistenza di stelle con campi m agne­
tici variabili col tem po di forte in tensità .

Se più ip  particolare la traslazione vQ è nulla, si ha $  =  -  coK0 o> (ve t­
tore costante parallelo ad o>), e la (49) porge in questo caso

K =  K 0 — +  A0 cos — (ùt 4- B0 sen — (0/ co 2 1 2

con Ao, B0 vetto ri costanti. A  conclusioni analoghe si perviene se la traslazione 
è uniform e ed è ortogonale alla rotazione o>.


