
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Giulio Krall
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Meccanica. — Sulla stabilità dell equilibrio di barre in profilato 
sottile, — Nota I. Complementi e varianti. Nota ^  del Socio G i u l i o  

K r a l l .

1. P r e m e s s e  e  g e n e r a l i t à .  -  È  di a ttu a lità  lo studio della s tab ilità  
di s tru ttu re  in profili so ttili, tira ti a freddo da lam iere in nastri. Q uesti 
profili (cfr. fig. 1) per aver poca resistenza torsionale, dànno luogo ad aspe tti 
assai diversi di in stab ilità  rispetto  ai casi tipici: di Eulero, per lo sforzo assiale; 
di P randtl-M ichell, per la flessione deviata; di Greenhill, per la torsione. 
In  questi casi la torsiorigidezza interviene solo per la flessione deviata  con 
un ruolo essenziale, m a non nel caso di Eulero e, ciò che più sorprende sulle 
prime, non nel caso di Greenhill, cioè dell’instab ilità  sotto  l ’azione di un mo-

] I I *  (**)T
Fig. i(**).

m ento torcente. Il non intervento per il caso di Eulero consegue dal dim en
sionam ento, relativo alle m isure globali, degli spessori dei profili di ferriera 
che si considerano nelle costruzioni m etalliche ordinarie, spessori che ven
gono rid o tti invece ad 1/5, ed anche meno, nei profili tira ti a freddo di 
cui qui si tra tta .

N ella im postazione del problem a della s tab ilità  dei profili so ttili, è fon
dam entale una ricerca apparsa in « L ’Ossature m étallique » dovuta a T im o
shenko [1], In  questa, con ra ra  intuizione, si scrivono d ire ttam en te  le equa
zioni alle variazioni per una assegnata configurazione di equilibrio che, per 
l’asta, è la configurazione re ttilinea . R im ane là essenziale la nozione di centro 
C, cosiddetto centro del taglio o di scorrimento, com unem ente trascurata , 
a ttesa  la torsiorigidezza dei profili ordinari o di ferriera. T ale centro C viene

(*) Presentata nella seduta del io febbraio 1962.
(**) Qjj incurvamenti, stampati a freddo, (imbutiture), costituiscono autentici, neces

sari, irrigidimenti.



792 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXII -  giugno 1962

assunto come centro di una possibile rotazione rigida 9 della sezione resi
stente. P er quan to  segue si può non riferirsi a C m a ad un  a priori arb i
trario  centro di rotazione O che si po trà  natu ra lm ente  far poi coincidere 
con C o con il baricentro G per confronti e verifiche. Aggiungendosi agli spo
stam enti u  , w  di O secondo due assi x  , z  che si identificano con quelli centrali 
di inerzia della sezione resistente, una rotazione 9 (cfr. fig. 2), se xQ , zQ sono 
le coordinate di O e x ,z ,  quelle di un pun to  generico P della sezione, si avrà 
per lo spostam ento u* , w* di P,

(1) U* =: u  +  (zQ —  z) 9 , w* =  w  — (x0 —  oc) 9

e per quello u*,w * del baricentro G, in cui hanno origine x  , z,

(1 d) M̂ -=z U Jr zo 9 , w* == ze/ —  ;r09 .

NelTindirizzo di Tim oshenko, O in C, stanno tu t ti  [2] i lavori sulla 
in stab ilità  dei profili so ttili nei casi di Eulero, di P ran d tl e com binati per

q uan to  riguarda il carico eccentrico. Non risulterebbe stud iato  il caso di 
!Greenhill della instab ilità  al m om ento torcente.

(pr qui si cerca di portare  qualche contributo  alla problem atica accen
nata :

i° considerando, come si è detto , O d istin to  da C; ciò che consentirà 
una qualche generalità  nei risu ltati;

2° dandone una sufficientem ente precisa im postazione energetica nello 
spirito  del criterio di s tab ilità  secondo D irichlet <z>;

30 studiando la s tab ilità  alla torsione e com binazioni dei tre casi di 
Eulero—P ran d tl—Greenhill dello sforzo assiale, della flessione e torsione.

(|i) Inutile dire che il criterio del Dirichlet consente, attraverso l’algoritmo variazio
nale, una rapida o quantomeno più sicura deduzione delle equazioni alle variazioni nei casi 
più complessi e, soprattutto, la scrittura per disteso delle condizioni agli estremi. Non solo, 
ma condente anche, nei casi difficili delle caratteristiche variabili, l’adozione sistematica dei 
cosiddetti metodi diretti (serie minimizzanti) del calcolo variazionale.

Fig. 2.
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Conseguenza di i° è che i m om enti M* , M* rispetto  agli assi centrali 
x  , z  anziché dalle relazioni (cfr. fig. 2) indipendenti da 9,

(2) M* == EJxw" , Mf =  — EJzu"

con Jx , Jz m om enti centrali di inerzia, vengono qui espressi dalle relazioni,

(2)* M* =  E J.a /S "  , M2 =  —  EJ* u% ',

con

(2 a f  uc =  (u +  ?)" , w* =  (w —  £ 0 9)"

dove, per xe , zc coordinate di C,

b)* Xo =  Xo -----Xc , h  =  Zo-----Zc.

R esta così risp e tta ta  la p roprie tà  tipica del centro del taglio C secondo cui 
non induce flessione una rotazione che in esso ha centro perché, per definizione,

z, \xr 
Fig. 4.

non induce rotazione una distribuzione flettente di forze norm ali a ll’asse 
della barra  gassanti, sezione per sezione, per C. Dalle (2 a f  e (2 b f  per 0 ->C  
quindi per (xfQ , zQ) (xc , ze) si ha (uq ,-wq ) -> (u" ,w") sicché le (2)* si iden
tificano 'con  le ordinarie (2). Non occorre dire che le (2 a f  si giustificano rile
vando Ohe una rotazione 9 atto rno  ad O equivale a 9 a tto rno  a C più le tras la 
zioni (zQ —  Zc) 9 secondo x  , —  (xQ —  x c) 9 secondo z; solo queste dànno fles
sione. Sicché, x Q , zQ salvo, come vedremo, eventualm ente nel caso di Greenhill, 
intervengono solo nei term ini con Bj , B2 a fattore. 'Nelle seguenti deduzioni 
i term ini inconsueti si sottolineano. Particolarizzando i risu ltati, ad esem
pio per x Q =  o , zQ =  o, cioè per O in C, si ricade nell’am bito di [1] e [2]; inve
ce, per xQ — zQ =  o, cioè per O in G si ritrovano risu lta ti di una im portan te 
ricercja [3] di R. Kappus. Q uesta viene sempre c ita ta  senza che, curiosamente, 
ne sia rilevata  la d iversità di im postazione (O in G, ta lvo lta , anziché in C) 
e le conseguenti d iversità dei risu lta ti. Infine, dopo questi confronti di con
trollo, nelle espressioni dei valori critici N cr , , M t,cr o del m oltiplicatore
critico \ cr di (N , M , M,) concom itanti si m etteranno in evidenza i p a ra 
m etri ;r0 , zQ (si elim inerà x Q , %Q con le (2 bf)]  dal punto  di vista variazionale 
si po tranno  rinforzare quei m inim i critici estrem andoli u lteriorm ente rispetto
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a. xQ , zQ . M a i casi lim iti sopra considerati (O in C rispettivam ente O in G) 
dànno indici q u an tita tiv i am piam ente sufficienti per la problem atica di cui si 
tra tta .

Concludendo, si può ancora osservare che in sede di soluzioni di equi
librio non uniche (e perciò instabili) quali qui si considerano, le accennate 
proprietà del centro C che discendono dal teorem a di reciprocità del Betti, 
possono destare qualche incertezza e indurre a togliere, forse leggermente, 
la ^  d ap p ertu tto  e tra tta re  x0 , zQ : i° come param etri estrem anti, oppure; 
2° identificarli con xe , z e dappertu tto ; 30 con xe , z e nei term ini con N , M , M, 
ponendo invece xQ =  zQ =  o nei term ini con Bx , B2 ; 40 viceversa di 30. In 
conform ità con quanto  si è già detto , 30 e 40 riportano nello spirito delle [1] 
e [2] rispettivam ente della [3].

2. P r e c is a z io n i  u l t e r i o r i .  -  Si consideri una barra  inflessa con m o
m ento flettente variabile lungo l ’asse. In  fig. 2 viene posta in evidenza la se
zione (profilo) resistente, il sistem a di riferim ento x , y  , z  con origine nel 
baricentro G della sezione stessa. R ispetto  alle N ote del Tim oshenko è scam 
b iata  la y  con la z, quindi v con w  per res ta r conseguenti con nostri lavori 
precedenti. T ale sistem a risu lta  destro (sinistrorso) purché alla successione di 
le ttere  x  , y  , z  si sostituisca la x  , z  , y .  U n tale sistem a si considera anche per 
facilitare i raffronti in casi lim iti con deduzioni di più A.

Il m om ento sia M*, conseguente quindi a  sole forze nel piano ( y , z ) .  
In queste circostanze la sezione è soggetta ad un taglio globale

dMxV , = ------ -r--dy

ed a sforzi di taglio specifici t ,  diffusi, che si calcolano con form ole note. 
Precisam ente, se gli assi x , z  sono, come vogliamo senz’altro  am m ettere, 
assi centrali d ’inerzia, si ha

s

tS  =  —  —  J  (s) ds .

o
In  questa relazione è:

& — S (s) lo spessore del profilo, funzione dell’arco ^ m isurato  sulla 
linea d ’asse. Sullo spessore 8 si pensa t  costante;

J x il m om ento di inerzia rispetto  ad x.
La' forza specifica t8  (s) si chiami, come al solito, flusso del taglio in s.
Si osserva subito che gli sforzi t8  am m ettono un risu ltan te  (asse cen

trale) che, salvo evidenti condizioni di sim m etria, non passerà generalm ente 
per il baricentro  G della sezione. Su y,  spiccato da G, per ipotesi, incidono 
invece le forze esterne agenti.

Sià C il punto , cosiddetto centro del taglio, in cui l ’asse centrale parallelo 
a z  interseca l ’asse x. Se C non sta  in G, e CG è la distanza tra  i due punti, 
si provoca un m om ento torcente

V .-C G .
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Questo m om ento si trascura nei calcoli ordinari, a ttesa, come si è detto , una 
sensibile tórsiorigidezza dei profili m etallici standard  e tan to  più delle sezioni 
resistenti ordinarie del cemento arm ato . M a per i profili in lam iera sottile di 
barre o ttenu te  semplicem ente stam pando a freddo lam iere sottili, ciò non è 
più lecito.

A m m ettiam o dunque, che allo spostam ento u , w  della sezione corri
sponda una rotazione 9 a tto rno  ad un centro arb itra rio  O.

Sieno xQ , zQ (cfr. fig. 2) le coordinate di O con riferim ento  agli assi cen
trali x , z. R ispetto  a questi si ha:

(3) xdA  =  o zdA  =  o xzdA  =  o ,
A A À

con dA  elem ento d ’area della sezione che si considera.
I m om enti centrali di inerzia della sezione si scrivano

(4) J  x*dK  =  Jz =  J, , J z 2dA =  Jx =  J2
A A

con che

(4 «) Bt =  EJj =  EJ„ , B2 =  E J2 =  EJ* ,

sono le flessorigidezze per flessione secondo u rispettivam ente w. Per la 
flessione secondo u (ovvero x), secondo w  (ovvero z), valgono le (2), o meglio, 
come proponiam o per quan to  detto , le (2)*.

P er la torsione, pensando al contribu to  delle ali di una sezione ad I, 
si pone

(5) M, =  — C V  +  Q ? '"  , —  =  ( ) ',

con C e Gx dati, per un profilo a poligonale aperta, di lato  generico lungo nn 
e spessore , da

(5«) C =  — S .^ .S 3,

e per le ali di un I di altezza h, essendo il m om ento di inerzia di u n ’ala per 
flessione nel suo piano, quindi rispetto  a ll’asse passante per l ’anim a (nor
m ale a ll’ala) a lta  h,

(5*)

E , G essendo i m oduli d ’elasticità flessionale e torsionale. M a per un profilo 
generico si pope

Cx =  E Cw .

con Cw cosiddetta warping-rigidity per cui cfr. 2a op. cit. in [i] Chap. V 
e N ota  successiva alla presente.
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3. I l  PRINCIPIO DEL D i r i c h l e t .  -  Ciò posto, agiscano sul sistem a uno 
sforzo assiale N, un m om ento flettente M di com ponenti M * , .M*, un 
m om ento torcente M , , o rien ta to  secondo l ’asse della barra  che si consi
dera.

Per il principio del D irichlet, a cui si ripo rta  l ’analisi della stabilità , 
am piam ente illu stra to  in nostre N ote antiche e recenti [4],

(6) §<E> =  o ,

occorre calcolare il funzionale di u ,w  , <p,

(6 a )  ® =  W + X ( £ — 2a)

con W  , £* > £2 , ^ aventi il significato noto  (energia elastica di deformazione, 
lavoro di 2° ordine delle forze in terne rispettivam ente  dei carichi dei quali X 
è il m oltip licatore (2)) che passiam o a precisare proprio specificandone ordi
n atam en te  la scrittu ra .

A) Energia elastica di deformazione W.

Si richiam i alla m ente l ’espressione della energia elastica di deform azione 
di una b arra  elastica che, in tu t ta  generalità, pensiam o corrente in un letto  
elastico reagente agli spostam enti ed alle rotazioni , w ’* . Si ha,
con significato evidente dei simboli, sostituendo in questa u con u* e w  con 
w* dati dalle (1 a) e ricordando la (2)* ,

1
(7) W  =  r f { B l (u +  so9)" ° +  B2( » - J o(p f +  C f  +  Q f 2} ^  +

o

/
- f  —J{& «(u+ Z0 f f  + k w (w — 9)° (u+  +k^> (w — X0<p)'2} dy,

O

ku , kw essendo le ca ratteristiche del le tto  elastico espresse dalle reazioni, 
passan ti per G, opposte allo spostam ento u — 1 , w  =  1 del tra tto  As =  1 
nel senso di u  rispettivam ente  di w; k® e m om enti di reazione alla ro ta 
zione u  == 1 rispettivam ente w =  1, sempre di As =  1, di asse z rispet
tivam énte x.

Si pensa natu ra lm en te , per sem plicità, in ogni caso praticam ente realiz
zato, che tu t t i  i com ponenti ad indici m isti, di significato ovvio, kuw , kut? , • • • ; 
siano nu lli.

(2) Il valore X =  \ cr per cui si ha instabilità misura evidentemente la sicurezza (alla 
instabilità). Se, ad esempio, \ Cr — 4 , vuol dire che l’instabilità si ha moltiplicando i carichi 
per 4.
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B) Calcolo del lavoro d i 2° ordine £2 degli sforzi interni.

Per lo sforzo assiale N si hanno sollecitazioni

(8) Y y  =  ffj, =    —

con N eventuale funzione di y. Per £* si ha

(9) I { X x e £ + X y e %  +  . . . } d S ,
s

l’integrazione essendo estesa al volum e del corpo elastico. L a funzione inte- 
g randa è il p rodo tto  in terno  del tensore sforzo conseguente ai carichi per le 
com ponenti e ^  di 2° ordine della deform azione e.

Per fyy si ha

( 1 o) efy =  — (u*1* +  w *'2)

e da qui, a ttese le (i), 

i ■
( n )  £ * =  — L  j  d y j  +  (^0 —  z)<?V +  [w —  (x0 —  x) <?]'*} dA  .

o A

Per la flessione (caso di P randtl-M ichell) sieno M x , M 2 i m om enti esterni 
presi come in [i] in senso opposto (cfr. fig. 4) ad M* , M z > 0 .  Sia dunque

(12) M x =  —  M x , M 2 =  — Mz .

Con rig u ard o 'a lle  convenzioni, evidenti nelle figg. 1 e 4, lo sforzo si riduce 
alla solk com ponente Y y d a ta  da

( 13) Yy =  ^ Z - ^ X .
Jx Jz

Il lavoro degli sforzi in tern i £* risu lta  pertan to

( 14) s * =  dy I Yy é% dA .

O ra si ha per ^  ancora l ’espressione (io), sicché 

/
- T  i r tv/t tv/t a r >

(u + ( z Q— z ) <p)/2 - f  ( w ~ ( x 0—  x) <p)'2 d A .(14 a) I dy Mi M2

A
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Prem ettendo sempre il riferim ento  ad assi x  , z  centrali di inerzia, posto

f z 3 dA  -j- f  zx2 dA
Pi =  —--------T -------~  —  2 •ZoJx

f  x3 dA  +  f  xz2 dA
P* = -̂ --------- r--------------- 2 xQ

Jz

r l  =  x l  +  4  +  ^ ± l ± :

ad £3 si può dare la form a concisa, definitiva,

1
(16) £* =  -  f {(M x Pi —  M2 p2) 9'2—  2 (M, u' 9 ' +  M a« / 9 ')} dy .

o

A questa va aggiunto, ove M sia variabile, il term ine di significato evidente

/
( 17) 2?  = — f (Mi u*’+  M '2z l % ) f d y .

O

Infine va considerato il contributo  8£*" di M I cp,M 2<p agli estrem i per
SUG > &«£

&£* =  [Mj 9 *8^ * '+ M 2-9Sze/*]^ .

Per la torsione M*.

Riferendosi ad u ^ , w * y con riguardo alle com ponenti M e  M 
di M, =  — My , per le variazioni angolari w *  della linea d ’asse, si ha

1
(18) SS* =  I Mf ( a £  Su*” —  u% Sw*”) dy .

O

A ttese le espressioni (1 a) per u* , w* la (18) diviene 

/

(18^) 8 £* = ’ j M t  { ( w  — X o t f  8 ( u + z 09)" — (u-\-z0y)' 8 ( w — xQ<p)"}dy.
o

potendosi forse non considerare, eventualm ente, la ~  su nelle espres
sioni di 8 (u -+- j S ( w — x Q 9)" o, per sem plicità, considerarla anche
nelle — #0?y> ?)' o, infine, non considerarla affatto.

Cpn ciò si ha orm ai quanto  occorre per scrivere <D per disteso ed applicare 
d ire ttam en te  P algoritmo, variazionale per Su , 8w  , 89 variazioni di u , w ,  9. 
Si o ttiene in conform ità il sistem a lineare in u  , w  , 9 delle (19) con le condi
zioni (19 a) agli estrem i x  =  o , /.
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