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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, m atem atiche e naturali

Seduta del 12 giugno igÓ 2 

Presiede i l  Presidente G in o  C a s s in is

N O T E  D I  S O C I

Matematica. — Ovali e curve a nei piani di Galois di caratteristica 
due{*\ Nota del Socio B e n ia m in o  S e g r e .

L a presente N ota espone brevem ente alcuni risu lta ti di geom etria finita 
i quali, assieme ad altri, verranno s tab iliti in un lavoro di prossim a pubblica
zione. In  ta le1 lavoro verrà pur d a ta  la bibliografia sull’argomento.

I. -  D iagrammi di traslazione.

Fissato un punto P im proprio di uno spazio affine S, di dimensione r  -fi i >  2, 
chiameremo diagramma relativo a P un qualunque insieme Q di pun ti il quale 
abbia uno ed un sol pun to  sopra ogni re tta  di S uscente da P. È  chiaro 
che, in trodo tte  in S coordinate (xT , ;r2 , • • •, x  , y) tali che P risulti il punto 
all’infinito dell’asse y, l ’equazione di Q è allora della forma

(1) y  = / O i  , x a ■ • ,* .) ,

°ve f . ( x z , , N •, xr) designa una funzione univoca delle ^  definita per va
lori arb itra ri di questi argom enti; e viceversa.

(*) Presentata nella seduta del 12 giugno 1962.

50. —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 6.
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Il diagram m a Q verrà detto  di traslazione q uand’esso sia trasform ato  in sé 
da ogni traslazione che m uti l ’uno nell’altro  due p u n ti di O com unque scelti; 
e questo si traduce in ciò che l ’equazione funzionale

(p) f  (xz “h G > x 2 -J- c2 , • • •, %r -j~ =  f  (xx , #2 > * * * ? x^) ~h

f  (pi > 2̂ > * * * ) g') f  (p > o , • • •, o)

debba sussistere identicam ente nelle x, c. L a (2) è m anifestam ente sempre 
soddisfatta da una qualsiasi funzione lineare delle x\ corrispondentem ente, 
la (1) fornisce gli iperpiani di S non passanti per P.

Nel caso in cui lo spazio affine S sia f i n i t o l e  cioè risulti definito 
sopra un qualunque campo di Galois

(3) Y =  G F (g) > con q =  p *, p  prim o,

vale il seguente teorem a, il quale fornisce dunque la com pleta soluzione della
( 0  in T-

Sopra un qualsiasi campo y, dato dalla (3), i  diagrammi di traslazione sono 
tutti e soli quelli rappresentabili con un'equazione della form a

r t — 1

y  =  aQ -f- aij *»
i= I j =o

ove le a designano elementi arbitrari d i y.
Si prova inoltre che:
In  uno spazio Sr+Ij  ̂ proiettivo) di Galois, i  soli insiemi d i punti che por

gano in duplice modo un diagramma di traslazione, relativamente ad uno stesso 
punto P ed a due diversi iperpiani per P quali iperpiani impropri, son dati 
dagli iperpiani e, se p  =  2, dalle quadriche di Sr+I>  ̂ specializzate r —  1 volte 
(di cui i l  nucleo, ma non — se r^>  1 — i l  vertice, contenga P).

II. -  Il problema delle ovali.

Ricordiam o che chiamasi k—arco ogni insieme di k  pun ti a tre a tre non 
allineati di un piano S2ŝ  di Galois. Nello studio di tali insiemi, di recente 
am piam ente svolto e generalizzato agli spazi superiori da me e da altri, hanno 
particolare im portanza le ovali, cosi chiam andosi i k-archi per i quali (cor
rispondentem ente ad un dato  q =  p*) k  raggiunge il suo m a s s i m o .

Occorre distinguere al riguardo il caso in cui q è d i s p a r i  (ossia p  >  2) 
da quello in cui q è p a r i  (ossia p  =  2). Nel prim o caso, le ovali sono i 
(q-p  1)—archi, e questi -  quali insiemi di pun ti -  coincidono precisam ente 
colle coniche di S2ĵ .

Nel secondo caso (q =  2*), si è tu tto ra  ben lungi dal conoscere appieno 
la struttura generale delle ovali (e delle loro estensioni agli spazi superiori). 
Si sa soltanto  ch’esse attualm en te  risultano (q +  2)—archi^ esempi in propo
sito essendo dati dagli insiemi (di traslazione) definiti coll’aggregare ai punti di 
una conica (irriducibile) di S2)(7 il nucleo di questa. M entre per t =  1 , 2 , 3  non 
vi sono a ltre  ovali a ll’infuori di quegli insiemi, per tu t t i  gli a ltri valori di t 
-  ad eccezione di t  =  6 -  si conoscono esempi u lteriori (non ottenibili cioè in
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tal guisa a p artire  da una conica), d a ti (per t  -L 4 , 6) dagli insiemi che si 
hanno aggregando i pu n ti a ll’infinito degli assi x  , y  a quelli di un diagram^ 
m a di traslazione

y  == [con 2 < g  < t ---2 , (g, f) =  i] .

Nel caso in questione (q =  2*), il p r o b l e m a  g e n e r a l e  delle ovali si 
riconduce subito a vedere quand'è che Vinsieme ottenuto aggregando i punti 
alV infinito degli assi x  , y  ai punti del diagramma d i equazione

(4) 4/ =  a0 +  ax x  +  a2 x* +  • • • +  aq_ x x<*~x {cu € y)

risulta uri ovale. U na condizione m anifestam ente alPuopo n e c e s s a r i a ,  
è che in y la (4) definisca x  quale funzione univoca della y\ il che può tradursi 
nell’uguaglianza (identica rispetto  a X):

( 5 )  1 ^ 2  > ‘ * * y &q—  2 ) &q— 1 “f “ := : ^  1  I  >

dove il prim o m em bro designa il d e t e r m i n a n t e  c i r c o l a n t e  una 
riga del quale è ivi indicata fra graffe.

Preso un qualunque punto  al finito dell’insieme suddetto  come origine O 
delle coordinate, ossia assunto in (4) aQ =  o , la condizione affinché ogni re tta  
per O incontri altrove l’insieme suddetto  in uno ed un sol punto  si traduce 
sim ilm ente nella
(6) {a j —j— X , a2 , • • •, aq— =  X̂ 1 1.

E si constata  per esempio che, se q =  8 , le (5), (6) sono s u f f i c i e n t i  
affinché la (4) definisca u n ’ovale.

Q ualunque sia q, dalla (6) si traggono le condizioni n e c e s s a r i e :

(7) ax =  a3 =  as =  • • • =  aq—x =  o

[equivalenti a ciò che, nel secondo m em bro della (4), non abbiano a com parire 
che potenze p a r i  della x]. M a non pare agevole di trovare seguendo questa 
via c o n  d i z i  o n i  n e c e s s a r i e  e s u f f i c i e n t i .

Si raggiunge invece lo scopo introducendo (per ogni k  >  o) i polinomi 
om ogenei1

(8) Gk(x.,xz , Xa) =  2  %i XÌT %ip ,i+ix+G=k

i quali possono anche venir scritti nella forma:
k

(8 ) Gfc (X , Xx , x 2) =  x 1̂ —h (xx , AT2) ,
h=p

avendo posto pQ =  1 e (per ogni k  >> o)

(9) Pt (*i > X2) =  x \-\-  x k~ z *2 +  • • • +  x \  =  (x i +1 —  x l+1)l(xf —  x 2).

Invero, assunto in relazione alla (4)
q — i

t  (oc , x x , x 2) -— aGfc—2 (pc ì %i ) -̂ 2)
k=2

si constata  facilm ente come le condizioni richieste possano ricondursi a ciò che:
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Nello spazio affine sopra y ove le (x , x z , x 2) sono coordinate d i punto, la 
superficie d i equazione t  ( x  , x z , x 2) =  o non deve contenere nessun punto che 
non stia su almeno uno dei p iani x  =  x z , x  =  x 2 , x x — x 2.

Nel caso più semplice in cui la (4) si riduca alla

(io) y  =  xk+2,'

k  deve in tan to  essere p a r i  in v irtù  delle (7); deve inoltre valere la 

( n )  (k -f- 2, q —  1) =  I ,

traducente l’univoca risolubilità  della (io) rispetto  ad x. A llora la condizione 
necessaria e sufficiente d a ta  da ll’ultim o enunciato può venire sem plificata 
col dire che:

N el piano di Galois sopra y ove le (x , x1, x 2) son coordinate proiettive omogenee 
di punto, la curva (d'ordine k) <zk , di equazione ak (x , x x , x 2) =  o , non deve 
contenere nessun punto su y ad eccezione al p iù  del punto unità U  (1 , 1 , 1). 

Si può inoltre stabilire che:
Non appena q (e quindi t) sia abbastanza grande rispetto a k, affinché <sk 

soddisfi alla condizione specificata nelVultimo enunciato occorre (ma general
mente non basta) che la curva ak risulti assolutamente r i d u c i b i l e  (e cioè 
abbia a spezzarsi in un'opportuna estensione di y).

S iffatta r i d u c i b i l i t à ,  ha ad esempio luogo se k  è della forma

k =  2g —  2 ,

sussistendo allora l ’ i d e n t i t à

(12) <sk (x , x x , x 2) =  pk (x +  x x , x  +  x 2);

corrispondentem ente, si giunge così per nuova via alle ovali d i traslazione 
dianzi segnalate.

U n  altro  caso di r i d u c i b i l i t à  si ha per k — 4 a norm a dell’iden tità

a 4 (X  >1*1 » O  =  { a 2 ( x , X %, X 2)  +  £  O x  ( x , X I , X a) Y }  {<7 2  ( x , x t , X 2)  +  £ 2  [c r, ( x , X x , X ^ f } ,

facilm ente dim ostrabile, nella quale e designa una radice dell’equazione

(13) £2 +  £ +  I = 0 .

Tale id en tità  m ostra  che la curva g4 non ha pun ti in y se, e soltanto se, la (13) 
non am m ette  radici in y; e questo equivale a ciò che t  sia d i s p a r i .  Se 
ne trae  che:

Per ogni q =  2* con t dispari, aggregando i punti all'infinito degli assi x, 
y  a quelli della curva y  =  x 6 si ottiene un'ovale, la quale risulta d i traslazione 
soltanto nei casi t  =  1 e t  =  3.

III. -  S in g o la r ità  e  r id u c ib ilità  d i polinom i p e  d i c u rv e  g .

Gli sviluppi suaccennati suggeriscono parecchi interrogativi, a taluno dei 
quali darem o ora risposta. I r isu lta ti conseguiti, anche se non hanno riflessi 
positivi im m ediati sul problem a delle ovali, presentano interesse in sé da 
vari p u n ti di vista.
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Le forme ternarie Gk =  Gk ( x , x x , x 2) , definite dalla (8) [od (8')], soddi
sfanno an z itu tto  alle identità:

( ^2 n : =  ®n ~f~ ( X X X - f -  X X z  -J -  X x X 2)  G^ ^

(H )
( < W x  ■ =  ^  +  X X x X z  G 2n _ z .

Le suddette  a si esprim ono inoltre con le forme binarie p, definite dalla 
(9), m ediante l ’identità :

C1 S) O  == 2  %k~ h 9k (x +  x x , x  +  O

[generalizzante la (12) e da non confondersi con la (8')], dove la somma a 
secondo m em bro va estesa ai valori di h che si ottengono da k  nel modo 
seguente. Si consideri l ’espressione di k  +  2 nella num erazione a base 2: 
allora h -f- 2 assume tu t t i  e soli i valori che da tale espressione si ricavano col 
sostitu irv i qualche cifra 1 (eventualm ente nessuna, m a non tu tte ) con uno zero. 

Ne consegue che la curva Gk contiene il pun to  U  se, e soltanto se,

k =  2 (mod 4)
oppure

k  s= 3 (mod 4),

avendo allora in U  la m o l t e p l i c i t à  m  e le tangenti

p m (x +  X x , X  -f- x 2) =  o ,

dove m  si determ ina colPosservare dapprim a che nei due casi rispettivam ente 
il num ero k  +  2 o k  +  1 è divisibile per 4: d e tta  21 la m assim a potenza del 
2 che divide quel num ero' (onde /  >  2), risu lta precisam ente m — 21 —  2.

E ben noto  che, affinché la form a binaria pk — d a ta  dalla (9) — sia irriducibile 
sull’anello degli interi, occorre e b asta  che il num ero k  +  1 sia p r i m o .  
Designando qncora per il m om ento con y un campo finito (3) d ’ordine q e 
cara tteris tica  fi  qualsiansi (con q — p *)> si dim ostra che:

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la form a binaria pk (di grado 
k  >  2) sia irriducibile in  y è che valgano le

(16) (k + 1 ,  p) =  1,

(17) (k +  1 , q* — 1) =  1 per i =  i , 2 , • -, •, \\/'k ] .

Ove queste relazioni siano soddisfatte, la (17) sussiste d i conseguenza anche per 
i  =  k ] ■+ 1 , • • •, k —  1, ma non per i  =  ed inoltre k - f  1 risulta primo.

R itornando d ’ora in poi al caso in cui p  =  2 e poggiando sulla (15), dal- 
l ’ultim o enunciato si trae agevolm ente il seguente c r i t e r i o  d ’ i r r i 
d u c i b i l i t à .

Nell* ipotesi che k sia della form a k =  8 n +  2,  con n > 1 ,  e che valgano 
le (17), la curva Gk risulta assolutamente irriducibile.

E interessante rilevare come nel precedente enunciato le condizioni (17) 
possano venire omesse del tu tto , ricorrendo a procedim enti d ’altro tipo.
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Così, ad esempio, si stabilisce Virriducibilità incondizionata di a ib, a t t ra 
verso ad uno studio delle singolarità di questa curva. D ette  singolarità con
sistono precisam ente dei nove punti

U ( i  , I , 0 » U , ( i S £2Y U a ( i £2> & > ;/ )

V ,  ( e , i - 0 » V 9 (I :. e . I) , V 3 ( I , I , s ) ,

W x (s% 1 . 0 » W a (i , £ 2, 1) . W 3(I , I , e2)

[dove e denota una radice della (13)], i quali son tali che ciascuna delle re tte  
congiungenti due p un ti scritti in righe diverse contiene un punto  della riga 
rim anente. Poiché, a norm a delle (14), ctio am m ette U I , U 2 quali pun ti 4-pli, 
avendo in ognuno di essi u n ’unica tangente, d a ta  dalla gx = U i JJ2 che ha in
contro 5-punto  con crIO tan to  in U x che in U 2, così un eventuale spezzamento 
di g io potrebbe soltanto  aver luogo in due quintiche passanti l ’un a per XJZ, 
m a non per U 2, e l ’a ltra  per U 2, m a non per U x, contenenti ognuna ciascuno 
dei p un ti V  e W; ora ciò è impossibile, in base agli allineam enti dei punti 
suddetti, onde l ’asserto.

U n ’analisi assai più complessa perm ette di stabilire l ’annuncia ta  irriduci
bilità assoluta di (s8n+2 per ogni n >  1 [m entre a 2 si spezza in due re tte  uscenti 
da U , come si vede applicando la (12) per g  — k =  2]. L ’analisi si semplifica 
nel caso particolare in cui n sia una potenza del 2 ad esponente d i s p a r i  
(in quanto  allora -  in base alla (15) -  a k =  g 8h+2 passa doppiam ente per U , 
avendo ivi le tangenti d istin te  U U X, U U 2, ciascuna delle quali ha con essa 
in U  incontro >é-punto), avendo riguardo al fa tto  generale che:

Una curva piana algebrica d'ordine k '> 2 , definita sopra un campo qual
siasi, risulta necessariamente irriducibile nell ipotesi eh' essa: i° abbia in suo 
pùnto U  incontro di molteplicità k con una retta la quale conti una volta sola 
fra  le tangenti in  U, e 2° non contenga come componente nessuna retta per U.

A ltri c r i t e r i ,  d ’ i r r i d u c i b i l i t à  si stabiliscono in p arte  u tiliz
zando ancora q u est’u ltim a osservazione. Così, ad esempio, si prova che:

Se k è della form a

k  =  2a -|- 2b — 2 (con 1 < # < £ ) ,

Gk risulta assolutamente irriduxibile qualora sia (a , b) Y> 1 oppure, se (a , b) — 1, 
si supponga b >  a +  2 e pk (xz , x 2) irriducibile in y [per il che occorre e basta 
che valgano le (17)].

Si dim ostra infine che la curva a4n risulta assolutamente irriducibile per 
ogni n >  2 (ma non, come s’è visto, per n =  1). Ciò si ottiene rilevando che le  
s o l e  singolarità di a4n son date  dai 2 n ( 2 n —  1) pun ti d i s t i n t i  comuni 
alle curve cr2W e cr2W_ I (m entre invece, se h è dispari, Gh e cj^_x non si incon
trano  in p un ti distinti); e che in ognuno di d e tti pun ti g4U ha precisam ente 
una C u s p i d e  o r d i n a r i a ,  ad esclusione soltanto di quelli fra essi che 
eventualm ente giacciono sulla conica x x x +  xx* -j- x x x 2 =  o,  e quindi pure 
— a norm a della prim a delle (14) -  sulla curva an, in ciascuno dei quali c4n 
am m ette  un  t a c n o d o  o r d i n a r i o .


