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Meccanica. — Sul campo gravitazionale einsteiniano generato da 
una massa sferica rotanten . Nota di G iorgio F erra rese , presen­
tata dal Socio A. S ig n o r in i.

In  un  recente L avoro  apparso in questi « Rendiconti.» (cfr. [9]) è stata  data  
una soluzione rigorosa del problem a, già considerato in prim a approssim azione 
da H. T hirring (cfr. [11], [12]) riguardan te la determ inazione, nell’am bito 
della teoria einsteiniana, del campo gravitazionale all’interno di un guscio 
m ateriale sferico uniform em ente ro tan te . Il risu ltato  è una ulteriore conferma 
della coerenza e dell’effettivo contenuto  fisico di definizioni già da tem po 
in tro d o tte  in re la tiv ità  generale (cfr. [1], [2], [3], [4], [5], [6])per le grandezze 
fisiche fondam entali, in partico lare per il cam po gravitazionale.

U n problem a in certo m odo analogo, ànch’essoconsiderato da H. T hirring 
e J. Lense fin dal 1918 (cfr. [13]) è quello della determ inazione del campo 
grav itazionale all’esterno di una m assa sferica uniform em ente ro tan te . Il 
risu lta to  o ttenu to  dai due A utori, benché approssim ato, è concettualm ente 
assai notevole poiché m ette  in evidenza, accanto a u n ’attrazione centrale di 
tipo new toniano, forze qualita tivam en te  simili a quelle, centrifuga e di Corio­
lis, classicam ente presenti in un riferim ento ro tan te ; m ostrando con ciò che, 
alla determ inazione del campo contribuisce non soltanto la presenza e la 
costituzione della m ateria  m a anche il suo m ovimento.

In questa N ota ci proponiam o di tra tta re  il problem a in modo del tu tto  
rigoroso, nell’im postazione corre tta  che ad esso com pete in re la tiv ità  generale. 
Il risu ltato  o ttenu to  conferm a na tu ra lm en te  quello approssim ato di T h irring - 
Len§e, riducendosi ad esso nell’approssim azione lineare.

1. D efinizione di r ife rim en to  rig ido r o ta n te  r isp e tto  a l l a  massa 
CENTRALE. -  Il campo gravitazionale esterno generato da una m assa sferica M 
in quiete è notoriam ente determ inato  dal ds2 di Schwarzschild di cui è per­
fe ttam ente  conosciuta l ’espressione esplicita, che tra  poco richiameremo, nel 
riferim ento di s ta tic ità  S. N atu ralm ente  tale ds2 po trà  essere espresso anche 
in a ltri riferim enti, non appena sia definito il loro m ovim ento rispetto  al rife­
rim ento di sta tic ità . Se noi saremo in grado di determ inare un riferim ento 
che risu lti rigido (nel senso assoluto della re la tiv ità  generale) e rispetto  al 
quale la m assa centrale appaia ro tare con velocità angolare costante co; ri­
spetto  a un tale riferim ento saranno soddisfatte le ipotesi del problem a e 
l’espressione, in esso assunta dai potenziali gravitazionali di Schwarzschild, (*) (**)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo di Ricerca N° 36 del Comi­
tato Nazionale per la Matematica del C.N.R. per l’anno 1961-62.

(**) Nella seduta del 12 maggio 1962.
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ci consentirà di determ inare, in modo rigoroso, il campo gravitazionale nelle 
condizioni fisiche richieste.

Cominciamo quindi col richiam are l ’espressione del ds2 esterno di 
Schwarzschild (cfr. [io]) nel riferim ento di s ta tic ità  e più particolarm ente in 
coordinate « polari » r  , 0 , <I> (l) :

ds2 = ---- 1—̂ ~dr2 -f- r 2 (c/02 -f- sin2 0c/®2) —  c2 î i —  — ̂ dt2 ,

2yéM _ xMc2
c 2 4 TU

(k, costante di gravitazione new toniana; costante di gravitazione ein­
steiniana ; z, velocità della luce nel vuoto). In luogo di coordinate polari in ­
troduciam o ora coordinate cilindriche R  , O , Z, anch’esse adatta te  al riferi­
m ento di s ta tic ità  S, m ediante le posizioni

R  =  r  sin 0 , Z =  r  cos 0 .

( 0

essendo

(2)

Si avrà allora, invertendo, r  =  )/R2 +  Z2,0 =  a rc tg —  e quindi

dr=. R dR -\-ZdZ dQ ZdR —  RdZ

ciò che riduce il ds2 ( 1) alla form a

(O' ds2

1 —■-
~ ^ d R 2 +  dZ 2 —  -^-(Z d R  —  R d Z )2  ̂ +  

4- R2af<5 2—  c2(i

Ciò fa tto , consideriamo il riferim ento fluido — (p , 9 , z  ; t) definito 
dalla trasform azione

(3) R  =  p , ® =  COT +  9 , Z == z

essendo co == co (p) e t  == t  (t) due funzioni, degli argomenti p e /  rispettiva­
m ente, a priori com pletam ente arb itrarie. Le (3) si possono ben in terp re tare  
come le equazioni di moto, rispetto  ad S, d i'u n  sistem a fluido le cui particelle 
si m uovono di m oto « circolare » a tto rno  a ll’« asse » z, con velocità angolare 
dipendente dalla « d istanza » p d a ll’asse di rotazione. Esse definiscono per­
tan to , sp tto  convenienti lim itazioni per co (p) e t  (t) [cfr. (4)], un riferim ento 
fisico rispetto  al quale le « particelle » costituenti S appaiono muoversi di m oto 
circolare a tto rno  a z.

(1) Non sarà inutile sottolineare il carattere puramente convenzionale delle locuzioni 
tra virgolette.



66o Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X X II -  maggio 1962

Per ciascuna particella di il quadrato  della velocità re la tiva standard  
rispetto  ad S (cfr. [1], p. 330) è rappresenta to  da (x1 =  r  , ;r2 =  0 , x 3 =  <P)

2 dxa dx^
V =  Ta|3-^ p --^ p - sin20(5 -T

p CO

oc
r

dx \2 
~dt)

(yap =  g ^  -f- ya yp , tensore m etrico spaziale) onde la lim itazione v 2 << c2 , 
necessaria per il ca ra tte re  di riferim ento fisico di SmiX, si traduce nell’a ltra

(4)
oc

|/p2 + 2*

co2 p2

2̂
dx \2
~di) > 0 .

Si no ti che la (4) ha come necessaria conseguenza la disuguaglianza

i —  che nella (1) è so ttin tesa.

Nel nuovo riferim ento S ^ ,  il ds2 di Schwarzschild assume la forma 
esplicita

1 — ::::
V p2 +  ^2

d $ 2 4- dz2
\zd$ —  p dz)

Vpa +  *

+  p2 (<*>' t  d$  -f- -j~ d t ) 2
oc

Vp2 +  *2
dt2 .

Si vede bene di qui che se co (p) si riduce ad una costan te  e t  (t) ad una 
funzione lineare, sparisce nei singoli coefficienti ogni dipendenza da t, quindi 
il riferim ento S ^  diviene un riferim ento rigido. M a è facile accertare che, 
perla  rigidità d i  S ^  non solo basta ma anche occorre che sia insieme co =  cost., 
t ' =  cost.

Per riconoscerlo cominciamo con l ’osservare che, posto x 1 =  p , x 2 — (p , 
x 3 =  z  , x* =  e t , le com ponenti covarianti, y,- =  g t j i — ^44 (* =  1 , 2 , 3 ,4 )  del 
versore y tangente alle linee x 4 =  var. valgono

(5) Ti
p2 coco' t t '

y2
p2 co t'

y3 -  o
oc
r

ove, per sem plicità di scrittu ra , si è posto

(<5) r  =  |/p2 + ^ .

D ’a ltra  parte , se il riferim ento è rigido (Ka!} =  Y ^Y ap =  o) è neces­

sariam ente y»  =  g 22 - f  (y2)2 = W - t )
CO
— PT

indipendente da /  e quindi

r \ c
t' =  cost. L ’ipotesi di rig id ità  ha pertan to , come prim a conseguenza, la 
linearità  di t onde nella (3) si può supporre, senza alcuna restrizione essen-
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ziale, t  — t. Insieme a y 2 2  deve essere poi indipendente dal tem po anche

p -« '< (1-4 )
Yia =  +  Yi Ya = -------a > ciò che im plica « ' =  o .

1 - 7 - - , ^
Si può pertan to  concludere che il riferim ento S ^ ,  per co =  cost, e 

t =  t , rappresenta la n a tu ra le  e co rre tta  definizione di riferim ento ro tan te  
rispetto  al riferim ento originario S. In un tale riferim ento, che nel seguito 
designeremo sem plicem ente con , la m assa sferica M appare veram ente 
ro tare con velocità angolare costante co.

2. P o te n z ia li  g r a v ita z io n a li  e  te n s o r e  m etrico  sp a z ia le  n e l  r i f e ­
rim ento Sa,. -  Supposto orm ai co =  cost., t =  t il ds2 (i)" , ferm a restando 
la posizione (6), si riduce alla sèguente forma più semplice:

(7) ds2 =  — ~  | d f  +  dz2 —  —  (zdp —  p d z f  J +

r

- f  p2 dtp2 +  2 cop2 d<?dt —  c2 î — — —  —  p2j dt2 .

Le com ponenti covarianti del tensore m etrico dello spazio-tem po V4 sono al­
lora date  dalla m atrice

(8) i i j

OLZ
r 3

ap z

r3 ( I -----—r

O p2 O

ap z

r3
O I

ai -------r
(■

O cop2

c O

O

cop2

c

O

e le com ponenti di y si riducono a [cfr. (5)]

(9) Yi =  0 . Y2
top2

. Ys =  0 , Y4 =  — f ' a
r P2 -

Insieme si ha, per il tensore m etrico spaziale, la tabella

(io) Y«pi

OLpZ o
I a

r

ap“
r 3
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ciò che dà 

( io  a) Y =  det (ya3) =

m entre la lim itazione (4) si scrive 

(11)

a co" 2

r - - - ^ p 2

- p2 >  O .
A  +

La form a quadratica  ternaria  yâ d xadx^ che dà il quad rato  della d istanza 
spaziale nel riferim ento considerato si riduce quindi a

(12) da2
oc v1 - ^

a

a co , 
1 r  ? " P"

-afcp2 +

+
CtpZ

r3[1 ------
r

dp dz :

come è natu ra le  essa risu lta  definita positiva. In fa tti la (12) non diffe­
risce da

da2 =  dp2 -fi- dz2 +

f i - v )

onde l ’asserto è im m ediata conseguenza della lim itazione (11).
L ’intervallo  di tem po standard  in Sro è dato  infine dalla form a lineare

d  T  = co
7 *

p2d<p

3. C a ra t te r i  in tr in sec i d e l  r ife rim en to  e campo g rav itaz io ­
na le . -  Q uanto  ai cara tteri intrinseci del riferim ento (cfr. [4]) si ha:

Tensore vortice spaziale, ==. y4

0  co
^12 “ T4 ' =  2 “ |/y

oc ap 
r  2 r3

I - - ....A Vr  £2

(A
a 3= y Y A

1 —  —  — —  p2 r  £2

ap^, , a co" , r3 [ i-----p2
r  c2

A i  =  O .
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Vettore velocità angolare, coa =  — 7]aPv DpY :

j  C Ù23 co 6)1 = ----- —  =
2 f y

ocps
2 / ■ a co" r

r3 v - T — ? r

( !4)
CO2 =  — =  o2 |/y

a p2
X  i - - - - - - - - - - - - - a  ~ L~ -o c iìi2 r , 2 r3co3 = -----— == co -

2 f T a co"
! ------------- 5- P2r c2

sua norma, co2 == yaJ3 coa coP == —  f2aP :

( iS ) a co" ,
t - T — ? r r

oc / p" 9 pI ------ I +  2  - y a - ^r  \ r 2 4 r 3

Tensore velocità di deformazione:

K af3 =  Y4 94 Tap =  O .

Vettore d i curvatura, C* =  y4 Q4 * — di log ]/ — ^ 44 :

(16) Q

ap co
2 r3 c2

a  =  o c,=
ocz 
2 r3

a co" 2

Il riferim ento ad o tta to  Sm è dunque rigido, rotazionale, ^6»  ̂ geodetico: in 
esso è presente un campo gravitazionale di trascinam ento G„ così come un 
campo di Coriolis, G«. D ato  il ca ra tte re  stazionario di Sro , al quale le coor­
dinate  scelte sono ben ad a tta te , il campo G„ =  —  c2 Ca dipende da un p o ten ­
ziale scalare in senso ordinario:

0 7 ) u —  c2 log i ~ g 44 =  — f  log j / i —  — P •

Se ci si lim ita a considerare una regione abbastanza r is tre tta  a tto rno  
a ll’« asse » z  l(cop c) m a anche sufficientemente lon tana dalla m assa cen­
trale (r a) così che si possa ritenere

a . co " ^
-----b —  P ^  1r c2

si hanno3 per il potenziale e per il campo di riposo, i valori approssim ati
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Ovviam ente essi si confondono con il potenziale e il campo classico (cen­
trifugo e newtoniano) confermando così il risultato approssimato di Thirring- 
Lense. Nella stessa approssimazione la norma del vettore velocità angolare di Sm 
[cfr. (15)] viene a coincidere con co2. Invece il potenziale e il campo si discostano 
sempre più dalle espressioni classiche a mano a mano che ci si avvicina al «con­
torno » del riferimento, cioè per — +  —  p2-=* 1, ove essi divengono infiniti.

Si rilevi la circostanza notevole che la separazione netta tra il campo cen­
trifugo e quello newtoniano che si presenta in prima approssimazione non 
sussiste nell’espressione esatta (17) ove essi sono più intimamente collegati.

Il problema di Thirring-Lense di determinare il campo gravitazionale 
einsteiniano all’esterno di una massa sferica rotante sembra così rigorosa- 
mente risolto.

4. V e r i f i c a  d e l l a  e q u a z i o n e  r e l a t i v i s t a  d i  G a u s s - P o i s s o n .  -  Sulla 
espressione del potenziale esatto (17) si può controllare la validità della equa­
zione di Gauss-Poisson (cfr. [7] e [8])

(18) AU =  2«>2 ,

ove A indica il laplaciano quadridimensionale.
Per accertare la (18) basta evidentemente calcolare il primo membro 

cioè in sostanza (<?,• U  =  ■— d  Ci) la divergenza del vettore di curvatura:

v !- c i = - L à ( ^ o ) ,
V—g

essendo g  =  det (g.^ =  gu  y, ovvero [cfr. ( io  a)] g  =  — p2.
D ’altra parte dalla (8) si trae

<xp2
I -------—  Or 3

a
ro

“ 2 ,

ap z
r 3

O

O

co
2  /  . a \ / a \

P ! — — ci I -------V
a oz

------ —  ■ O

r )

I
a z2

\ r )  
or 3

o

~w
r» I

in modo che le componenti controvarianti del vettore di curvatura valgono 
[cfr. (16)]

1 C4 =  o .
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Di qui si ricava, con facili calcoli,

AU =  — A  { ae (pC1) +  Pa, c*} =  -
P 2

cioè proprio [cfr. (15)]
AU =  2w2.
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