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Matematica. — Sw/le strutture fattorizzabili. Nota di JENO SzEp,
presentata @ dal Socio B. SEGRE.

Nella teoria dei gruppi fattorizzabili ¢ spesso usato il seguente teorema
(per esempio [1], [2], [3], [4]):

Se nel gruppo G = AB il sottogruppo D = ANB contiene un sottogruppo
normale (== 1) di A o di B, allora G non é semplice.

Si trova facilmente — secondo quanto qui mostreremo — un teorema
abbastanza generale, da cui segue fra l'altro il teorema sopra menzionato
quale semplice applicazione.

Sia S una struttura algebrica con operazioni associative o, , 0,- - - Si dice
che la struttura S éfattorizzabile rispetto alla operazione o;, se
esistono in S sottostrutture A, B tali che, per ogni elemento s di S, risulti

s=ao0;b (aeA,beB).
In questo caso scriveremo che é:
S=Ao0:B.
Siano gli pseudogruppi (strutture moltiplicative ed associative O (=«,£,---)
e O (=, p, ), insiemi di operatori su S tali che
ommcaA , 9 (B)CB;

cioe, per ogni operatore o di O ed o di &, si abbia rispettivamente
«(A)CA , « (B)CB.
Supponiamo inoltre che tutti questi operatori applichino tutte le sotto-
strutture di A e di B ancora in sottostrutture rispettivamente di A e di B.

Supponiamo infine che, per tutti gli operatori di © e O’ dipendentemente
dagli operatori si abbia:

(1) a(sors)=a(s)ora(s), £

=1,2, -,
(2) & (sozs)=1d (s)ora (s), 5,5 eS.
o
() @ (s 025) = (5) oa s’
@) o (50, 5) = o (s) 0s 5.

I prodotti formali aa’, " « possono venire interpretati in vari modi.
Fissiamo specialmente l'attenzione sulle due seguenti possibilita (A) e (B):

(A) wr’ () = (@ () , & ()= (a(s))

(*) Nella seduta del 12 maggio 1962.
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nel qual caso ammettiamo l'associativita ed in questo caso come pure nel
caso (B) supponiamo inoltre che, per tutte le coppie x € 9, &’ € @, esistano
a,xec9 e, €9 tali che

(3) oo () =o' a(s) , oa(s)=aa (s);
(B) ao’ (s) =@ (s) o, o (), dals)=a(s)o,x(s),
dove 0;, 0; sOno operazioni fissate tra le o,,0,,---. (Se «d e oc non

hanno un senso, allora (B) ¢ una definizione di quelli, dove &, o ,a,a
sono funzioni di « e o).

TEOREMA 1. — Se entro la struttura S = A o: B per la sottostruttura
D'cD = ANB risulta ‘

@) o (DHCD,
allova, per la sottostruttura {D',a (D) ,B (D", -} =A"CA (generata dalle
D, o D), @), ), si ha
O(ANCA , 9 AHCA , 99 AHCA , 9OAHNCA.

Dimostragione. — E evidente che
©) O (A)CA,
poiché O ¢& un pseudogruppo, sicché Bu (D) =y (D)CA' («,B,y€9) onde
secondo le (1) e (1’) vale la (5).

Anche nei casi (A) e (B) possiamo vedere fac11rnente che &:

© o (A)CA.
Nel caso (A) si ha infatti:
OC/ <a(d/>°tg< I/)) =a,“<d'>oi“,g< Il) —
— &8 () 0BT (@) = Z (@) 0B e A,
dove! : B
o\ 7,7 e® ; a,p,x,ped® ; 4,4 d,deD.
La dimostrazione ¢ simile anche rispetto a (1") e (2).
Mentre nel caso (B) risulta

o a(d) =7 (@) 0,5 (d) e A,
da cui segue la (6).
' Dimostriamo ora la relazione

@) 00" (A)C A
Nel caso (A), applicando la (6) otteniamo:
il (B(d)0:v () = & & (B W) 0ry (@) =
=o' @) oiay (@) = (@(d)oix(@)eA.
Nel caso (B), tenuto conto delle (5), (6) si ha:
w’ B (@) oy (@) =2 @@)oiy (@) o,@ B(@)o:v(d)eh.
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Similmente possiamo dimostrare la @ © (A’)C A’ ed anche rispetto a (1') e (2).
OSSERVAZIONE. — Dal teorema 1 segue che ¢ 99 (A")CA’ e poi del pari
09" 99" . ((AYCA', & 99 9. -(A)CA’, dove O9 09 - .., & 9 O. - risul-
tano da composizioni finite degli insiemi ©, 9"
Se gli operatori di © e O sono operatori bilaterali su S con condizioni
analoghe alle (1), (2), (A), (B) e con

OA)OCA , 9 (B)9CB,
nel qual caso supponiamo che sia
©@ENe=0(99) , @EHI=9(®9) , ©ENI=9(S) 9,
©@Eo=9(39)

allora vale il seguente:

TEOREMA 2. — Se per la sottostruttura D'C D =ANB i S=Ao:B
risulta

@I (D’) @'(_: Dr

(cioée « D) D', DY’ C D, (D)B C D), allora per la sottostruttura
{D,a(D), --,(D)o, -, a(D)B, -} = A'CA valgono le O (AHCcA,
(ANOCA OANCA, (A)OCA OO A)CA,(A)YOO' CA', 09 (ANOC A/, ...
La dimostrazione ¢ simile a quella indicata per il teor. I.

APPLICAZIONI.

I. Sia G = AB un gruppo fattorizzabile. Assumiamo in cid che precede
O=A,9=8B

a(g)=aga* , b(g) =bb—gb: (eeA,6eB,ge@).

Poiché sussistono le condizioni del caso (A), cosi:

se D'CD = ANB & un sottogruppo normale di B, allora G ammette un
sottogruppo normale A'C A.

2. Sia F = AB = BA uno pseudogruppo. Assumiamo ora O = A,
O=B,a(f)=af,6(f)=06f (aecA,beB,feF). Poiché sussistono le con-
dizioni del caso (A), cosi:

se DicD =ANB (D == A, B) é un ideale sinistro (destro) proprio in
B, allora F ammette un ideale sinistro (destro) proprio A'C A.
Applicando poi il teor. 2, vediamo che:
se D'CD =ANB (D' == A, B) ¢ un ideale in B, allora F ammette un
ideale proprio A'CA.

3. Sia R = A + B un anello (fattorizzabile), cio¢ un anello in cui ogni
elemento x ¢ R si pud scrivere nella forma a + 4, dove ae A, 6 B. Assu-
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miamo ora, O =A, 9= B, a(x) =ax, b(x) = bx. Poiché sussistono le
condizioni del caso (B) (con 0, = 0, = +), otteniamo che:
se D'CD =ANB, (D'=FA, B) ¢ un ideale sinistro (destro) proprio
in B, allora R contiene un ideale sinistro (destro) proprio A'CA.
Applicando ancora il teorema 2, ne risulta che:
se D'CD=ANB,([D' ==A,B) ¢ un ideale proprio in B, allora R
contiene un ideale proprio A'CA.
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