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Geometria. — Una proprietà in grande delle varietà a connes
sione affine compatte con applicazioni alle varietà a connessione proiet- 
t i v a ° .  Nota di Giuseppe T a lu n i, presentata 0  dal Socio B. S egre.

i . Su una varie tà  differenziabile Y n — che in seguito supporrem o sem pre 
di classe cs (s >  3) — due connessioni affini si diranno, col W eyl [5] p. 100, 
p r o i e t t i v a m e n t e  e q u i v a l e n t i ,  quando am m ettono le stesse 
linee autoparallele. Scopo principale della presente N ota è quello di m ettere 
in luce p roprie tà  in grande delle connessioni affini sim m etriche p ro ie ttiva
m ente equivalenti ad una d a ta  connessione riem anniana, su una orientabile 
e com patta . D im ostrerem o precisam ente nel n. 3 che:

PROPOSIZIONE I. — Denotati con g .k , r  e R jk rispettivamente il tensore 
metrico, la connessione e il tensore d i Ricci d i una V n riemanniana orientabile e 
compatta, e con Kjk il tensore d i Ricci d i una qualsiasi connessione affine sim
metrica r  di V „, proiettivamente equivalente a F, se risulta

j' gJ'k (R jk —  R/s) dv <  o

A

(dv denotando V elemento di volume della metrica riemanniana) , necessariamente 
r  e r  coincidono.

D alla Proposizione I si deducono im m ediatam ente i seguenti corollari.
COROLLARIO I. -  Se, su una Vn orientabile e compatta, una connessione 

riemanniana V e una connessione simmetrica F ammettono le stesse linee auto- 
parallele e lo stesso tensore d i Riccia esse coincidono.

COROLLARIO II. — Con le notazioni della proposizione / ,  posto kjk =  
=  Rjk —  R jk, se la form a Z? ^ (l) è semidefinita negativa su tutta V n, allora
r~r.

COROLLARIO II I . — Se su una V n orientabile e compatta due connessioni 
riemanniane proiettivamente equivalenti, Y e V , sono tali che kjk ^  (kjk =  
~  Wjk—-Rya) risulta una form a semidefinita, positiva 0 negativa, allora Y =  F.

N otiam o che in quanto  precede l ’ipotesi della com pattezza è essenziale, 
potendosi facilm ente dare esempi in contrario nel caso non com patto: infatti, 
nell’aperto  A  costitu ito  dai p u n ti in terni ad una ipersuperficie sferica di un En 
euclideo, si può definire una m etrica non euclidea di tipo iperbolico al modo 
di Cayley—Klein, le autoparallele essendo segm enti di re tte  ed il tensore di 
Ricci determ inando una form a quadratica definita negativa; d ’altra  parte, in (*) (**)

(*) 'Lavoro eseguito nelPambito del Gruppo di ricerca del C.N.R. n. 17.
(**) Nella seduta del 12 maggio 1962.
(1) Con k(jk) si denota il tensore ottenuto da kjk per simmetrizzazione. Si osservi che in 

generale, mentre R(y )̂ è simmetrico, non è detto che lo sia Ry .̂
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A si ha anche una m etrica euclidea, la quale am m ette le stesse autoparallele 
della m etrica precedente ed ha nullo il tensore di Ricci; ciò tu ttav ia  non è 
in contrasto con il Corollario II I , causa la non com pattezza di A.

Per dim ostrare la Proposizione I ci serviremo del seguente teorema, s ta 
bilito nel n. 2.

TEOREMA I. -  Su  una V n riemanniana orientabile e compatta, d i cui 
gjk , r  e Rjk denotano rispettivamente il  tensore metrico, la connessione e il 
tensore di Ricci, sia data una qualsiasi connessione Y (anche non simmetrica:) 
soggetta alla sola condizione che il tensore T f  — Y)k — Y)k soddisfi, su tutta 
■V» alla

f  ( E  =  cu* -  v Jt r sk) > 0  ( <  o),

dove il segno d'uguaglianza possa aversi se, e soltanto se, T)k è nullo. Ebbene, 
detto Rjk il  tensore di Ricci relativo a Y , se inoltre risulta

I g jk (Rjk —  R jk) dv < 0  ( >  o ) ,

allora Y ~  Y .
Dal precedente Teorem a dedurrem o infine, nel n. 4, la seguente proposi

zione.
P roposizione II. — S i  consideri su una V n riemanniana orientabile e 

compatta, d i cui denoteremo con gjk , Y , Ry^ rispettivamente il  tensore me
trico, la connessione e il  tensore d i Ricci, una qualunque delle connessioni

^jk =  I -p 5 y jk >

essendo gjk i coefficienti d i una form a quadratica definita positiva su tutta V n 
e % un vettore. Ebbene, se risulta

jg jk  (Ry^ _  Ry^) dv <  o,

Ry^ essendo il tensore d i Ricci relativo a P , allora Y =  Y.
Consideriamo inoltre su Y n una qualunque delle connessioni

f+* =  T% +  V F yà,

ove F jk è un  ̂ tensore emisimmetrico per cui det || Fy^ | [ f -  o, onde n  =  2 m. 
Ebbenei, sg risulta

I gik (Ry* —  Ry*) dv <  o,

<s> <0
Ry^ denotando il tensore d i Ricci relativo a Y, allora Y — F . 2

2. Sia V» una varie tà  differenziabile di classe cs (s >  3) (cfr. per esem
pi0 [3] P- i°9) [1] P- 2). In  base ad un noto  teorem a di W hitney [6], è sem pre 
possibile do tare V* di una s tru ttu ra  riem anniana di classe cs~ x. Denoterem o
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con g  il tensore m etrico di una siffatta fissata s tru ttu ra , con i simboli 
di Christoffel, con R )ki il tensore di curvatura, e, se uY"\i> è un tensoreJi Jg
di V„ , con il tensore derivato rispetto  a Iy*.di dqfk

U na qualsiasi connessione affine di classe ^ “ 2 di è allora -  
com ’è noto -  d a ta  da:

( 0  r )k =  r}k +  Tjk,

ove T)k è un tensore di classe cs~ 2 . Denoterem o con R)ki il tensore di 
cu rvatu ra  relativo a T)k. In seguito, la derivazione sarà però sempre effet
tu a ta  rispetto  a V)k .

Per definizione è:

% l =  dl T}k —  dkT}l +  f } k r sl~ r j7 r Sk}

da cui, in forza di (1) e tenendo presente che Y)k — T^y, si ottiene con facili 
calcoli:

(2) Kjki =  Rjki +  Tjkji — Tji/k +  Tjk TÌi — Tji T lsk .

D alla (2) si ha poi

(3) Ryi = R = Ry* + rjk,s -  t;  ̂+ t% tu -  rJt rsk
e quindi:

(4) gjk (Ry* —  Y ĵk) =  gjk Tjk/s — gjk TjSfk +  gjk (Tjk T*st — T% TU) -

Posto u h =  Tjk , Vk = .g t *  Tjs , si ha div u  =  u /s =  g d k Tjkjs, div v =  vkjk =  

=  gjkrYjs[k ; dunque, se la V* risulta orientabile e com patta, in forza del 
teorem a della divergenza (cfr. per esempio [7] p. 31), dalla (4) si ottiene, dv 
denotando l ’elem ento di volume relativo alla s tru ttu ra  riem anniana,

(5) J g jk (Ry* -  Ryi) dv =  f  g* (T}k TU — T), TU) dv .

Supponiam o ora che il tensore T  sia tale che su tu t ta  risulti:

(6) / ( T ) = ^ ( T*k Tlt —  T % rsk ) > o  ( <  o),

il segno d ’uguaglianza valendo se, e soltanto se, sia T)k ~  o. Allora, se è:

( 7) j 'g jk (Ry* — Ryi) dv < 0  o),

dalla (5) si ha:

f  g *  (Tjk TU —  T% TU) dv =  o

e quindi, sem pre per la (6), / ( T) =  o, ossia T)k =  o, onde Tjk =  T)k. Ne 
segue il Teorem a I del n. 1.
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3. La to ta lità  delle connessioni simmetriche, T, p ro iettivam ente equi
valenti alla connessione riem anniana T è d a ta  da (cfr. per esempio [4] p. 213).

ove Sy denotano i simboli di Kronecker e sono le com ponenti di un vettore 
covariante di classe cs~~2. Posto

T #  =  §y +  8 , <J/y ,

si ha evidentem ente che è nullo se, e soltanto se, tale è il v e t t o r e ^ .  
D ’a ltra  parte , un facile calcolo m ostra  che è:

/ ( T) = g * >  (X jk  T «  -  T j t  T U )  =  ( n —  i ) g * *  ty j >  o,

il segno d ’uguaglianza valendo se, e soltanto  se, è — o e quindi T% =  o. 
In  forza del Teorem a I n. 1, precedentem ente dim ostrato, segue allora la P ro
posizione I n. 1.

4. Sulla V„ riem anniana di cui nel n. 2, consideriamo una qualunque 
delle connessioni T date  da:

r;* = u* +
essendo yjk i coefficienti, di classe cs~~2, di una form a quadratica definita 
positiva su tu t ta  V» e le com ponenti di un vettore con tra  varian te di 
classe cs~ 2. Posto

T ^  =  ? 'y }k.

si ha che T # è nullo se, e soltanto se, tale è il vettore U n facile calcolo 
m ostra poi che è:

(8) /  (T) =  g »  (T*  X  —  Tjt r rf) =  g »  (TJk gsi -  Yjt Yk/) v  r .

Pósto hst gjk (yjk yj/ —  yy* Y&)> ^  form a quadratica hst % risulta defi
nita positiva su tutta V n . In fa tti, essendo ^  e yy* coefficienti di forme qua
dratiche definite positive su V *, si possono sempre scegliere -  come è noto -  
in un opportuno intorno di un qualunque fissato punto  P di Vw, coordinate 
tali che sim ultaneam ente si abbia gik =  e ys/ — cs Sj./, con cs >  o. In  P, 
nel fissato riferim ento, si avrà allora:

h s t  —  ( c j  Cs 8 j k  S s /  C j  Cfe S j s  S k t )  —  Cs

n

k = x
=̂}= s

sst ,

ed essendo cs 2  ck ì >  0 (in quanto  cs >  o e n >  1), si vede che le hst sono,
P r̂s '

in P, i coefficienti di una form a quadratica  definita positiva; dall’a rb itra 
rie tà  di P, segue cosi l ’asserto. D alla (8) si trae inoltre che / ( T) >  o, il 
segno d ’uguaglianza avendosi se, e soltanto se, è ÌZ* =  o e quindi Ty  ̂ =  o.
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In  forza del Teorem a I n .  1, precedentem ente dim ostrato, segue allora la 
prim a p arte  della Proposizione II del n. 1.

Consideriamo ora sulla V n una qualunque delle connessioni F date da:

r jk =  Y jk  -f- E, F j k ,

ove F j k  sono le com ponenti di un tensore emisimmetrico, di c la s s e ^ - 2 , per 
cui det II Fjk II =|= ò su tu t ta  V n (onde n =  2 m), % denotando ancora le com
ponenti di un vettore con tra  variante di classe cs~ 2. Posto

T'i zi T?
jk  =  c, r j k  ,

si ha che T } k  è nullo se, e soltanto se, tale e U n facile calcolo m ostra che, 
in virtù  dell’em isim m etria di Fy^, è:

/  (T) =  g/* (Tj* tu -  rJt tu) =  g?* (Fy, r) (f„  r) >  o .
Il segno d ’uguaglianza nella precedente relazione vale se, e soltanto se, ri
sulta F j S Ef =  o e quindi Ef =  o (essendo det || F jk || =|= o), cioè T #  =  o. 
In forza del Teorem a I, segue allora anche la seconda parte  della Proposi- 
sizione II.
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