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Analisi matematica. — Nuova formula asintotica per i polinomi 
di Jacobi(#). N o ta  di A l e s s a n d r o  O s s i c i n i , presen ta ta  (**} dal Socio 
M. P i c o n e .

1. È  no ta  la seguente form ula asin totica di tipo H ilb, per i polinomi di 
Ja c o b i(I)

( i . i) (sen (cos PÌa,f3) (cos 0) = N ~ a r ( ^  +  a + i ) /  6 VL
sen 0 Ja (N0) +  K,a (6)

ove a ; > — 1, p arb itra rio  reale, N =  n  °t + P  +  1 e

(1.2) 8«,a(0) =

0a+2 Q se O •<[ 0 <

0 2 o — <  0 <  TZ --- £
n

con s num ero positivo.
Vogliamo dim ostrare con un  procedim ento elem entare la nuova form ula 

asintotica:

(i-3) e

o v e  oc p> —

(i-4)

sen G \a+ 2 ( _________ 2 p(a’P) ^cos 0  ̂ __ 2 N a r  (n +  « +  1)cos -

Ja (NO) (a2 + 3 P2 -  1) Ja (NO) + £n,a (0)^4 j

1, p arb itrario  reale, N =  n +  K  ̂ e

.(0) =

| 0“+4 O (na)

_5_ j  _ 3 ^

0= o U  2

se

se

o < 0 < -n

1 <C 0 <C 7T ----£

con £ num ero positivo.
Per la dim ostrazione della (1.3) utilizzerem o l’equazione di tipo V olterra,

alla quale soddisfa la funzione (sen ~ ì a+ 2 (cos 2 PÌa’̂  (cos 0) ,

(*) Lavoro del gruppo di ricerca n. 22 del Comitato per la Matematica del C.N.R., ese­
guito presso l’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.

PI*) Nella seduta del 12 maggio 1962.
(1) H. R au, Uber eine asymptotische Darstellung der Jacobischen Polynome durch Bessel- 

sche Funktionen, « 3 Math. Zeitsch. », voi. 40, pp. 683-692 (1936).
(2) G. SzEGÒ, Orthogonal Polynomials, « Amer. Math. Col. Pubi.», X X III, New York, 

p. 209 (1939).
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( 1 . 5 )  6 ^ ^ ( s e n | ) a + T ( c o S | ) f j + T P f ^ > ( c o s e ) = 2 2 N - r ( ,  +  g +  I) Ja(N6)

+  / F a (0 , t) (sen * (cos f j P+ > P ^  (cos f) At

ove

4 cos — 2 4 sen2

(1.6) F a ( 6 ,1) =
[J« (NO) J—a (N l) —  J _ a (N0) Ja (N/)] oc non in tero

-  [ Ja (NO) Ya (Ni) -  Ya (NO) J a (Ni)] a >  o in tero

essendo J a (s') , J_ a (0  funzioni di BesSel di prim a specie e Y a (z) funzioni 
di Bessel di seconda specie.

Terrem o inoltre conto dell’ordine di grandezza delle Ja (z) , Ya (z) per
z -> T  0, e z —> -j- 00 (3). 

Per z  -> +  0 si ha

( i -7) J a O ) ~ .S a a= | =— I ,  — 2
(1.8) Y a (z) a =  1 , 2 , 3 , -

0 -9) Y o ( ^ ) - l o g L

m entre per z  oo

(1.10) Ja (^) =  o ( v “ ) , Ya (*) =  o ( / A ) .

2. Se osserviamo che per o <  t  <  n  —■ s , (o <  e <  n) la funzione /  (/). 
è regolare e si ha

7 ( 0  ~  (3 P2 +  *2 —  i) +  h  ( t ) - r  , H (/) =  o ( ì )

e se sostituiam o la (1.1) neH’integrale a seconda m em bro della (1,5) troviam o 
che

0 \a+T / 0 \p+(2.1) 0 2 (sen —) 2 (cos—) 2 (cos0) =  2 2 N' - a r  (n -(- oc -f- 1 ) Ja(N6)

con
+  A» (0) +  R«,a (0) 4“ R»,\x (0)

Ai“’w (0) ±= - ■ 2 — 0 *  + g + l) — + f ~ '  f  ( t  > e) Ja (N 0) A t ,

(3) Cfr. G. SzegÒ, op. cit., in (2) p. 16.

40. —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 5



626 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X XII -  maggio 1962

0

R»,a (0) =  / F„ (t , 0) t'!* senl/2 t f  (t) K,a (f) Cit,

R ?a (0) =  2 ...2 n  a r ( «  +  « + I) I H (0  fi Fa ( t , 0) J a (NO A t .

D eterm iniam o ora l ’in tegrale Ala,f3) (0) »
Se a è reale non in tero  abbiam o

(2.2) A & w (0) =  2 a N- a r ( «  +  « + . )  3£ ± f a~ *
2 sen oltz

■ J„ (N0) f  t j a (NO J ^ a (NO dt —  J _ „ (N 0) f  t j l  (NO àt
o o

Il calcolo di AÌa’̂  è quindi legato ai due integrali

t j a (NO J _ a (NO d* OJa (NO dt,

m a (4)

j  Z] a(B) J_ „  (*) dar =  - -  j'2 J0 (z) J _ a (,)+■ (,) J _ a_ z ( * ) + Ja+* (*) J -a + , (0  |

z

j ’arK (0 d ar =  i j j “ ( 0 - j „ - 1 ( 0 J a + , ( 0 j ;

si o ttiene quindi dalla (2.2)
1

(2.Ì) A(ct,|}) (0) =  2 2 N ~ a r ( «  +  q+i )  , 3p2 +  a2— 1 rc i
 ̂ n  ̂ '  n ! 12 2 sen ccn 4

•0’ {Ja+I (N0) [JB (N0) J _ a+I (N0) +  J _ 0 (N0) Ja_ x (N0)]

+  J „ _ , (N0) [J _ a (N0) Ja+I (N0) +  J _ a+I (N0) Ja (N0) ]}

e per la form ula di S om m el4 (5)

Ja CO Ji—a (0 J—a (0 J—a —1 (0 — '

la (2.3) diviene
1

A(«,p) (0) =  l,.,::...NI a „r ( «  +  a + i )  3 Pa +  «‘ - i  []a+i (N6) _  Ja_  t (N6)]

(4) G. N. Watson, « Bessel Functions, New-York, p. 135 (1948).
(5) Cfr. G. N. Watson, op. cit., (4) p. 46.
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ed infine per la form ula ricorren te ^

Ja+i (?) Ja—1 (f  ) =  2 Ja (z)
perveniam o alla

1

(2.4) A<“’w (0) =  -  - -  N ~ n r ( ^  +  K+ i )  f  J a (N 0 ).

Alla stessa espressione si perviene nel caso di oc intero, tenu to  conto delle 
formule 6 (7)

z

J  ^Ja (*) Ya (*)àz = J - /  [2 Ja (*) Ya (*) —  ]a_z (g) Ya+I (g) +  —  J 0+I (g) Ya_ !  (*)]

Ja (*) Ya+I (*) -  J„+I (z) Y a (g) =  —  

e delle (1.7) (1.8) (1.9)

3. Valutazione del resto R(Kr)a. -  A causa della (1.2) dovremo distin- 
guere due casi

o < 0 < Y L  J _ < 0 < 7C_ S>
n n

Nel caso o << 0 << — , oc =b o in tero  o no si ha: n
9

(3.1) O (na) J (0a t~a +  0“ a t a) ta+3 dt  =  0a+4 O (na) .
o

Nel caso a — o (8) si o ttiene la m edesim a lim itazione cioè O (1) 04. Conside­

riam o ora il baso — <  0 <C iz —  s . n

Il Contributo dell’intervallo  o <Ut <i — èn *
1 fn

(3.2) O (I) f  ( n Q ) ~  ( | J _ a (N )̂ | +  I Ja (NO | ) “̂+3 «« d  ̂=
o

o { n ~ ^ r 1 ) =  («0)~3 O (0^ n~ Y )  =  0^ O (n ~ ^ ) .

(stessa lim itazione nel caso di oc intero).

(6) Cfr. Q. N. Watson, op. cit. (4) p. 45.
(7) Cfr. G. N. Watson, op. cit. (4) p. 134 e p. 71.
(8) Per a == o vedi L. GATTESCHI, Una nuova rappresentazione asintotica dei Polinomi 

di Legendre mediante funzioni di Bessel, « Boll. Unione Mat. Ital. », serie III, anno XI, n. 2, 
pp. 203-209.
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Per quanto  riguarda poi l’in tervallo  — <; 0 <  tu— e per — <Z t  se te-n r  n
niam o conto dell’espressione di 8n>a (0) e delle (1. io) otteniam o

(3-3) O ( i)  j  (nQ) 2 (nt) 2 12 n 2 di =  O (©2 n 2) =  O (d 2 n 2)
i  jn

si ha quindi per R ^ 0 (0) l ’espressione

l 0a+4 O («“) o <  0 <  ~
(34) R « ( 0 ) = =  /

I 0 ^ O

4. VALUTAZIONE DEL RESTO Ri2,» - -  Anche in questo caso dovremo distin­

guere i due casi o < 6 <  — , — < 0 <C7r— s.n n
Terrem o inoltre conto d e lla (9)

r  (fi -|— OC -4- i) r / \t
-  . nì ^  } = n « [ i  +  o (tr-*)].

Se ora 0 «< per la (1.2) e per le (1.7) si ha

0

(4.1) o  («») J ( f  0“ +  0 - “ f  a+3) dt =  0a+4 O (na)
o

e analogam ente per a =  o si ha O (1) 04.

Passiam o poi al caso — <C 0 <C tz — s. Per oc non intero il contributo  r  ■ n

dell’in tervallo  o <C t <  — èn
i fn

(4-2) 0 ( 1) j  (»©)“ ”  [ | J _ a (Nt) | +  | J„ (NO | ] | Ja (Nif) | f i di  =
o

O (n~T 0~T) =  O (©T nT^) :

stessa lim itazione per oc intero.

Infine sem pre per - i-<  0 <  7t—  & a causa delle (1.7) il contributo  del­

l’in tervallo  — <  t  è :n
0

(4.3) O (1) j(nQ )~T (ntj~~* • (nt)~T fi àt =  O (©~ n ~ )  .
1 fn

(9) F. T ricomi, Funzioni iftergeometriche confluenti, Roma, p. 116 (1954).
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Si ha quindi per R ^ a (0) l’espressione

(4 -4) r £?» (0) =
| 0a+4O (na)

I 6 T o ( » - Ì )

In base quindi alle (2.1), (2.4), (3.4), (4.4), si ha

o <  0 <  L
n

— 0 <C TU  £ .

(4 -5) 6 2 (sen T P  2 ('
p(a’W/ — 2 2 N ~ a T ( n +  g +  i)

n !cos — ) 2 P^a,p;(cos0)

J tt (N0) -  A  (a2 +  3 P2 -  I) Ja (N0) +  SK,a (0)

oc >> — 1, (3 reale arbitrario , N — n 

(4 -6) Sn,a (0) =

« 4-P 4- i 
2

0a+4 O (»“)

0 ^ 0  (»■"=■).

o < 0 < -n

1 <  0 ■< 7T---£

con £ num ero positivo dato.
A / .

O vviam ente per il resto £»,a (0) si ha sem pre che esso è 0 2 0 \^  
Se poi teniam o conto della (IO)

Pla,p)(*) = • (—

si può scrivere una form ula simile alla (4.5) per gli intervalli £ <; 0 <C re — — ; 

tu — — ;< 0 tu (s num ero positivo) se si pone (3 >  —- 1 .

(io) Cfr. Gl. SzegÒ, op. cit. in (2) p. 58.


