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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — ZEguazioni di programmazione dinamica
concernenti 1 problemi al contorno a derivate totali nel senso di Picone.

Nota di DeEmETRIO MANGERON ed ELEna CROITORU, presentata @
dal Socio M. Picoxe.

1. Ricerche fondamentali del tutto recenti concernenti la programma-
zione dinamica e la teoria dei processi ottimali dovute specialmente a R. Bell-
mann [1], [2], L. S. Pontriaghin [3] ed altri ancora, combinate col nuovo con-
tributo essenziale dovuto all’illustre accademico linceo M. Picone [4], [5],
relativo all’elaborazione di criteri sufficienti per il minimo assoluto di certi
integrali pluridimensionali del calcolo delle variazioni @, costituiscono un
potentissimo insieme di mezzi matematici atti a strappare altri segreti, tuttora
gelosamente nascosti, della natura.

Prendendo le mosse dal piti semplice problema al contorno relativo al-
l'operatore differenziale non ellittico

Hu ‘ a<x<c
(I) 52—-37;——)\A<x,y)=o ’ %|FR=O y Rbgygd’
che costituisce un caso particolare di tutt'una classe di equazioni, studiate
da vari punti di vista da uno degli Autori [6], [7] e sfruttate poscia da altri
(8], [o], [10], [11], di forma
2@ [A(x) 2+ AB (x) »]’
+AB@®u+CHul=0 , wulp=o0 , R@<x<x),
G=1,2,-+,2m
ove
32”
(3) Du=2du “

= ox ox,- -0z,

¢ la derivata totale nel senso di M. Picone [12], si danno le equazioni di pro-
grammazione dinamica corrispondenti a (1), mentre si lascia la totalita degli
sviluppi algoritmici concernenti anche i casi pilt generali ed alcune applica-
zioni per oggetto di un’altra Nota pilt ampia che sard pubblicata nel « Bollet-
tino dell'Istituto Politecnico di Iasi» (Jassy).

(*) Nella seduta del 12 maggio 1962.

(1) Ci & grato di sottolineare qui un cospicuo numero di problemi chiaramente formu-
lati dal prof. Picone nel § 6 della sua recentissima Memoria [13] e che costituisce di per sé un
vero e proprio programma di studi ulteriori relativi all’approfondimento del calcolo delle va-
riazioni, utilizzandovi cid che egli ha chiamato le funzioni d’invarianza.
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2. Il punto di partenza dei risultati che seguono sta nel fatto che il pro-
blema dei valori al contorno (1) & equivalente al problema di determinazione
dei minimi del funzionale [6]

I 1

@ //(;x;;)d dy,

o o

a patto che siano soddisfatte le condizioni

(5) uw@,y)=u(x,0)=u(l,y)=u(x,1)=o0,

©) ]TmeMM®=L

oppure al problema di c;e‘:erminazione dei massimi relativi del funzionale
@) /}‘/A(x,y)u"’dxdy,

a patto che siano soddisfatte le condizioni (5) e

(8 H 2dxdy—1

Una prima via che ci conduce ad una forma iniziale di equazioni funzio-
nali del quadro di programmazione dinamica consta nella considerazione del
problema di minimo per il funzionale

© J ) ff%@zx@,

ar az
nell’insieme di tutte le funzioni 7z che soddisfano le condizioni

(10) w(a, ,y) =ulx,a)=~,@ | u(x,1)=u(1,y)=o0,

(11) /{/}A(x,y)uzdxdy: I.

21 @z

Qui i nuovi parametri di stato «,, a,, £ del sistema soddisfano le condizioni
0<a,<1,0<a,<1 e sisuppone inoltre che la funzione A (x, y) assume
i'valori in un certo dominio D (o <C 4, <A (x, )< 4,), allorché o<<x <1,
o<<y<1 ed ¢ continua nel dominio P = [o, 1]X [0, I1].

(2) Oppure, piu generalmente, come sard mostrato in un’altra Nota,

(10%) w(a:,y)=rl(y) , u(x,as)=ra(x) , ki(as)=tke(az)=r
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I passi consecutivi che ci conducono alla formulazione del problema di
programmazione dinamica, cui si puo applicare poscia — con la cautela spet-
tante alle difficoltd inerenti ai problemi pluridimensionali— la serie di proce-
dimenti ingegnosamente escogitati da R. Bellman [1], [2] per casi dei pro-
blemi al contorno ad una sola dimensione, sono i seguenti.

Sia

(12) fla.,a,, £)® = min

u 2

3}/) dx dy,
ay a,

soggetta alle condizioni restrittive (10) e (11).

Si ha, se si fa astrazione dei termini di ordine superiore d’infinito, notati
genericamente col o (s;, s,), lungo una superficie estremale

T I ar+s; azx+sa a1+.s’1 z 412-_|-.r2
v | [awmeas=[[[-] [=] - ]]
ﬂx:f-—“x ax+s2 ar ap ar  axts;  artsr as

A(x,y)uzdxdy =1-—s ,éZ/A(aI,y) dy——sz,éz/A(x a,) dx;
2% 2 ar+s

@+ <2x<1;a+ss<y<I1),

(14) u(a, + $.,8,+ ) =k+ 0+ 5,0, ;
v — du ” __ du
T x=ay ’ z 9)/ J’——'lz

T I I

09 e b= /<;;;>dxdy+s1/w;dy+%p;,dx,

ar-+st d2+32 az+ss ar+sy
v o 3?}1 - 2
1y —/ 3y ) 2% o

Facciamo ora il cambiamento di funzione

(16) u(x,y) = {I —JI/IA(aI v ¥) dy%z—szfA(x,az) dxg}w(x,y),

Sataz sitarx

atto a mantenere la condizione (11). Abbiamo successivamente:

I

(17) w(awl—sx,az—l—sz)———zé%—sxvz+Szv2+sI/A(a“y)dyi—3

satas

2y
—|—32[A(x,a2)dx7,

o
si+ax

(3) 11 funzionale pit generale sara dato da f(a:r, @z, £: (), = (%)).
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I I

(8) faaby= [ [(Z5) e

oxdy
art+sy ax+ts;

I

I I
# ' #
-(1 —s,fA(a, ) dyT——s,/A(x,aQ) de)—l— slfvfydy + s,/v:xdx,
Satas Si+ar az+ss ar+s
sempre astrazion fatta dai termini d’ordine o (s, , s,).

Combinando i risultati di cui sopra, si ottiene ’equazione funzionale ap-
prossimante

(19) [, a,, £) = min |s, j 'U:y dy + 52/7}; dx
. (2 X2 aztss aries
+ I—ys, (ax)y) yT"“—SZ (;t",az> xT
stz sitax

I

Xf(az+s,,az+smk+3.vx—l—szvz—l—sfo(a,,y)dy?

s2tas

—}—JZ[A(x,az)dx?) +0(s,s,).

s1+dx

I risultati acquisiti, non privi sin’ora di alcuni aspetti formali, condu-
cono ® al sistema di equazioni funzionali (integro—differenziali a derivate
parziali) le quali traducono poi, nel linguaggio e tramite procedimenti di
programmazione dinamica, un largo cerchio di problemi al contorno per le
equazioni alle derivate totali nel senso di Picone che costituiscono tutt’oggi
il dominio di ricerca di vari scienziati [14], [15], [16] e di cui un insieme di
- applicazioni notevoli era stato gia additato nella Memoria [12].
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