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NOTE P R E S E N T A T E  DA SOCI

Analisi matematica. — Equazioni di programmazione dinamica 
concernenti i  problemi a l contorno a derivate totali nel senso d i Picone. 
N o ta  di D e m e t r i o  M a n g e r o n  ed E l e n a  C r o i t o r u ,  p resen ta ta  (#) 
dal Socio M . P i c o n e .

1. Ricerche fondam entali del tu tto  recenti concernenti la program m a
zione dinam ica e la teoria dei processi o ttim ali dovute specialm ente a R. Bell- 
m ann [1], [2], L. S. P ontriaghin  [3] ed a ltri ancora, com binate col nuovo con
tribu to  essenziale dovuto a ll’illustre accademico linceo M. Picone [4], [5], 
relativo a ll’elaborazione di criteri sufficienti per il m inim o assoluto di certi 
integrali pluridim ensionali del calcolo delle variazioni W, costituiscono un 
potentissim o insieme di mezzi m atem atici a tti  a strappare altri segreti, tu tto ra  
gelosam ente nascosti, della na tu ra .

Prendendo le mosse dal più semplice problem a al contorno relativo al
l ’operatore differenziale non ellittico

34 u ( a < x <  c\
G ) dPdy* ^  (*  > y)  =  0  > u Ifr =  0  > R  \3  <  y  <  d) ’

che costituisce un caso particolare di t u t t ’una classe di equazioni, stud iate  
da vari pun ti di vista da uno degli A utori [6], [7] e sfru tta te  poscia da altri 
[8], [9], [io], [ i i ], di form a

(2) [A (x) u  XB (x) u]'

+  X [B (pc) u  C (x) u] =  o  , u  |FR =  o

ove

(3) D u  — u - d u
dx dxn • • • dxn

Rr(xT < xì <  x f *),
(i =  I , 2 , • • •, 2 n)

è la deriva ta  to tale nel senso d i M.  Picone [12], si dànno le equazioni di p ro
gram m azione dinam ica corrispondenti a (1), m entre si lascia la to ta lità  degli 
sviluppi algoritm ici concernenti anche ì casi più generali ed alcune applica
zioni per oggetto di u n ’altra  N ota più am pia che sarà pubblicata nel « Bollet
tino dell’Is titu to  Politecnico di Iasi » (Jassy).

(*)• Nella seduta del 12 maggio 1962.
(1) Ci è grato di sottolineare qui un cospicuo numero di problemi chiaramente formu

lati dal prof. Picone nel § 6 della sua recentissima Memoria [13] e che costituisce di per sé un 
vero e proprio programma di studi ulteriori relativi all’approfondimento del calcolo delle va
riazioni, utilizzandovi ciò che egli ha chiamato le funzioni dHnvarianza.
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2. Il punto  di partenza dei risu lta ti che seguono sta nel fa tto  che il p ro
blema dei valori al contorno (1) è equivalente al problem a di determ inazione 
dei m inim i del funzionale [6]

(4) f f ( - £ w J d x d y ’
o o

a p a tto  che siano soddisfatte le condizioni

(5)  ^ ( o ,  y)  — u (oc , o )  = .u  (1 , y)  =  u (oc , 1) =  o ,

(6)

oppure al problem a di

(7)

a p a tto  che siano soddisfatte le condizioni (5) e

1 1

o o

U na prim a via che ci conduce ad una form a iniziale di equazioni funzio
nali del quadro di program m azione dinam ica consta nella considerazione del 
problem a di m inim o per il funzionale

(9) ] ( u ) = j  f [ - ^ J d x d y ,

1̂ 2̂

nell’insieme di tu tte  le funzioni u  che soddisfano le condizioni

(10) u (ax , y) — u ( x  , a2) =  k  ^  , u  (x , 1) =  u  (1 , y)  =  o ,
i i

(11) j  J A  (oc , y) u* dx  dy  =  1 .

Qui i nuovi param etri di s ta to  az , a 2 , k  del sistem a soddisfano le condizioni
0 . <^ ax <  1 , o <C a2 <  1 e si suppone inoltre che la funzione A (x , y)  assume
1 valori in un certo dominio D (o <  bz <  A  (x  , y)  <  $2), allorché o<!.a;<Ci, 
o< Z y< Z i  ed è continua nel dominio P =  [o , i ] x [ o ,  1]. 2

J  I A  (x , y) u* dx  dy  =  1 ,
o o

determ inazione dei m assim i relativ i del funzionale

1 1

J  /  a  {x , y) u* àx d y ,

(2) Oppure, più generalmente, come sarà mostrato in un’altra Nota,

(io*) u (ax , y )  — kz (y) , u (pc , a2) =  k* (x) , kx (a2) =  k* (ax) =  k.



D. M a n g e ro n  ed E. CROITORU, Equazioni di programmazione dinamica, ecc. Ó2I

I passi consecutivi che ci conducono alla formulazione del problem a di 
program m azione dinam ica, cui si può applicare poscia -  con la cautela spet
tan te  alle difficoltà inerenti ai problem i pluridim ensionali -  la serie di proce
dim enti ingegnosam ente escogitati da R. Bellman [1], [2] per casi dei p ro
blemi al contorno ad una sola dimensione, sono i seguenti.

Sia

(12) f ( a x , a 2 , k )  <3> =  m in J  j  ( f f f j  dx  dy ,

soggetta alle condizioni res trittiv e  (io ) e ( i l ) .
Si ha, se si fa astrazione dei term ini di órdine superiore d ’infinito, n o ta ti 

genericam ente col o (sx , s 2), lungo una superficie estrem ale
I I CL2 - \ - S 2  I

A (x , y)  u 2 dx  dy(u)
X 2̂ + -y2

«i + Jx a2 +s2
I H  I  - I  I - / /

a X a 2  a X a 2  a X a 2~Ì~S2  a I ~ h s I  a

z
A (x , y)  u 2 dx  dy =  1 — sx k2 j  A  (ax , y) dy  — ■ s2 k2 j  A  (x , a2) dx  ;

a2 ~ì~S 2  aI +

(clx x  1 ; a2 s2 y  <d }

(14) u (ax +  , a2 +  s2) =  k  +  sx vx +  *̂2 v2 ;
3 u I
dx \x=a

3 u
dy

T I  I I

(15) f ( a 1, a 2, k ) = j  ! [ f —  )2 dx dy  +  s, j  v\y dy  +  sa j , . à x ,
#I+JI a2 ~dS 2

VT, cV,
1y dy ’

Facciam o ora il cam biam ento di funzione

a 2 ~ d S2

dv 2
dx

/ k2 / k2i —  ^  A  Ox , y )  d y - -----A ( x , a2) dx  —(16) ■ u ( x  , y )
$2 ~da 2 Î+ Î

a tto  a m antenere la condizione (11). Abbiam o successivamente:

w  (x  , y)  ,

f  k3
(17) w  (a, +  ^  , a2 +  j 2) =  k  +  vt +  j 2 v2 +  st / A  (az , y ) dy —

s2-\-<z2

+  S21 A  (x  , «2) d* —  ; 
•*1 + ̂ 1

(3) Il funzionale più generale sarà dato da f{ax , a2  , kx (y) , k2  (x)).
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(18)
i i

f ( a I , a a , k ) ^ J  j ( ^ - J d x d y

®I+fI a2~\~S 2

• ( 1 —  /  A ( a * > y ' ) d y ^ -  —  4 S z j  A ( x  , a 2) d x — J +  s z J  v 'i y d y  +  s a j  v \ x  d x ,
S2 ~ ì~ a 2  s I - h & I  « 2  +  ̂ 2 0 i  +  Jj

sempre astrazion fa tta  dai term ini d ’ordine o (sx , s3).
Com binando i risu lta ti di- cui sopra, si o ttiene l ’equazione funzionale ap 

prossim ante

(19) /  (az , 0,2 , k) =  m in
«'ll *2

a2 drs 2

X I

+   ̂i —  si J  A (a, , y )  dy-^ ------s2J  A  (x , <z2) d x
^ 2 +  ̂ 2  •rI +  «I

X f  ^1  +  +  +  S% v3 +  sx j  A (<2j , y) dy —
•S,2 + a2

I

+  i*2 j  A  (a; , #2) d# —
ji+«1

I risu lta ti acquisiti, non privi sin’ora di alcuni aspe tti formali, condu
cono (4> al sistem a di equazioni funzionali (integro-differenziali a derivate 
parziali) le quali traducono poi, nel linguaggio e tram ite  procedim enti di 
program m azione dinam ica, un largo cerchio di problem i al contorno per le 
equazioni alle derivate to ta li nel senso di Picone che costituiscono tu t t ’oggi 
il dominio di ricerca di vari scienziati [14], [15], [16] e di cui un insieme di 
applicazioni notevoli era s ta to  già add ita to  nella M em oria [12].

+  0 Oh , s3) .
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