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Geometria. — Sopra alcune classi di superficie rigate nello
spazio ordinario®. Nota di GiuseppE VACCARO, presentata “? dal
Socio A. TERRACINI.

1. INTRODUZIONE. — In due Note recenti ® il prof. A. Terracini ha
determinato alcune classi notevoli di superficie rigate (nello spazio proiettivo
a tre dimensioni) servendosi dell’invariante di due elementi differenziali del
1° ordine di superficie rigate calcolato dalla Sig.na M. Rolando ®.

Mi permetto di ritornare sull’argomento sia per darne una trattazione
alquanto diversa e individuare altre classi notevoli di superficie rigate, sia,
e sopratutto, in vista della trattazione di problemi analoghi relativi a rigate
appartenenti ad un iperspazio. » :

La configurazione che serve di base alle considerazioni del prof. Terracini
¢ costituita da una retta s, e da una proiettivitd non singolare ¢ Zntorno ad s,
cioé fra la punteggiata e il fascio di piani di sostegno s (questo ¢, in termini
finiti, ’elemento differenziale del 1° ordine di rigata). Indicheremo questa confi-
gurazione con (s, ) ®.

Sia data ora una rigata R descritta da una retta g (¢), al variare di # in un
intervallo assegnato, di classe di differenziabilitd almeno C*; ad un punto P e s
e ad una determinata g (#) (cioé per un valore assegnato di #) si associino gli
enti seguenti: il piano oP; il punto P, = cPN g (¢); il piano tangente 7 in P,
ad R; il punto P =t s. La corrispondenza P<—P su s & una proiettivita
o, (dipendente dalla g (#) considerata, oltre che da (s, 6) e da RDg) @.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivithy del gruppo di ricerca n. 1 del C.N.R. per
l'anno 1961-62.

(**) Nella seduta del 14 aprile 1962.

(1) Cfr. A. TERRACINI, Una nuova caratterizzazione delle rigate di un complesso lineare,
«Boll. U.M.L», ser. 111, a. XVI, pp. 332339 (1961); ID., Sur une classe particulicre de sur-
Jaces reglées, « Bull. Soc. Roy. des Sciences de Liége», t. XXXI, pp. 9-14 (1961).

(2) Cfr. M. ROLANDO, [nwvarianti proiettivi simultanei di un elemento di rigata e di un altro
elemento, « Boll. U.M.L.», ser. 111, a. XVI, pp. 319-331 (1961).

(3) La nozione di elemento differenziale di rigata (qualisisiano I'ordine v dell’elemento,
¢ la dimensione dello spazio ambiente) trovasi gia in E. BOMPIANI, Alcune proprieta proiettivo—
differentiali dei sistemi di rette negli iperspazi, « Rend. Circ. Mat. di Palermo», t. XXXVII,
pp. 1-27 (1914), cfr. n. 15 ove un tale elemento & indicato con V.

(4) L’esistenza e il significato geometrico dell’invariante (di questa proiettivita, cio¢)
di (s, o) e dell’analoga configurazione costituita da g (#) e dalla proiettivita di Chasles rela-
tiva a g (¢) e ad R sono immediati se ci si riferisce alla rappresentazione delle rette sulla qua-
drica di Klein Qc S;. Infatti le due rette s, ¢ si rappresentano in due punti della quadrica
di Klein e le due’ configurazioni in due tangentia Q in essi. Lo S; di queste due tangenti sega Q
in una quadrica Q': i piani tangenti a Q" nei due punti si segano in una retta: le intersezioni
di questa con Q' e con le due tangenti formano una quaterna il cui birapporto & un invariante
delle due configurazioni (o elementi differenziali del 1° ordine di rigata). -
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I1 prof. Terracini determina: 1° le rigate R per cui le , sono involuzioni
(e queste appartengono a complessi lineari); 2° le rigate R per cui le ©, hanno
lo stesso invariante assoluto (di cui il precedente & caso particolare).

Qui vengono determinate le rigate per le quali le w, soddisfano ad altre
condizioni: 3° di essere tutte coincidenti; 4° di avere gli stessi punti uniti;
5° di avere in comune un punto unito; 6° di avere i punti uniti variabili in una
stessa involuzione.

Si esaminano poi le analoghe delle proiettivitd «, relative ad una rigata
e alla configurazione di rette sghembe.

2. LE PROIETTIVITA w,. — Si scelga il riferimento proiettivo nello spazio
a tre dimensioni in modo che la retta s sia rappresentata dalle equazioni:
x3 = x* = 0, e che la proiettivita ¢ faccia corrispondere al punto P(A, 1,0, 0)
il piano oP : x3 = Ax*.

La retta g () di coordinate radiali g?* ¢ determinata dai suoi punti (g3,
g2,0,—g*"),(g", g™, g%, 0) e quindi il punto P, = 6PN g ha le coordinate:
g13 J— )\glfl , g23 - )\g24 , J— )\g34 , — g34 .

Se, come supponiamo, g (#) ¢ ghemba con s, g Ns=4g, & g¥-o.

\

Il piano tangente in P, alla rigata R (pOS'FO gt = —dﬁf) €

x x? x3 xt

| g'xa —- 7\g'x4 g'z3 _ )\g"24 — ;\g'34 _ g',34 _
e g3 o _ g34
gu g24 g34 o

Poiché le g* sono coordinate omogenee e g3 -]=0, pud farsi g* =1,
quindi ¢* = o. Cosi facendo, se P (A, 1,0, 0) & lintersezione di detto piano
tangente con s (x°® = x* = 0) deve aversi:

R (g — M) — g0 A =0,
‘cioé ’equazione di w, &:

(2.1) ANGH — NGB — Mg g% = 0.

3. LE CONDIZIONI DI TERRACINI. — La condizione (di Terracini)® che
ogni w, sia involuzione ¢ che (per ogni ¢):
(31) g23 = g”;
cio¢ integrando (e ritornando a g*# omogenee):
(3.2) B —g™ =g (¢ costante),
che esprime ’appartenenza di R ad un complesso lineare contenente (s, 6) ©.
(5) Data nella prima Nota citata.

(6) Cio significa che s & retta del complesso e che la proiettivitd da questo determinata
(in conseguenza della polaritd nulla) intorno ad s coincide con .
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Se si sceglie lo spigolo opposto ad s (che non ¢ stato determinato) come
retta del complesso (g* = 1 e tutte le altre g’ = o) risulta ¢ = o.

Passando all’immagine sulla quadrica di Klein Q, la (s, o) & rappresen-
tata da un punto di Q e da una tangente ivi: un S, per questa rappresenta un
complesso lineare con la proprieta voluta, e una curva di S, N Q, che dipende .
sostanzialmente da due funzioni arbitrarie di un parametro, rappresenta R.

L’altra condizione (pure di Terracini) @ che tutte le w, abbiano lo stesso

invariante assoluto porta che questo ¢ costante al variare di ¢, cio¢ riferendosi
alla (2.1):

(3-3) g8 — g1 gn = k(g —E7), % costante.

(il caso precedente corrisponde a 1/£ = 0).

Se g*==o0, si puo sempre supporre di aver fatto gid un cambiamento
del ‘parametro # in modo che risulti §"*'= 1, quindi (a meno di una costante
inessenziale) g™ = ¢; segue allora dalla precedente: .

(3.4 o= [ e h@ eyt o,
cio¢ le rigate indicate si ottengono con una semplice quadratura ®,

4. ALTRE CONDIZIONI RELATIVE A (s,6) E LE CLASSI DI RIGATE DA ESSE
DETERMINATE. — Possiamo determinare altre classi di rigate imponendo alle
w, diverse condizioni:

1° Supponiamo anzitutto che tutte le w, coincidano. Devono esistere
in tal caso quattro costanti @, é,c,d tali che:

s2 123 sra s13
(4. I»> § £ g £ .

integrando le'tre equazioni differenziali scritte si hanno tre equazioni lineari
a coefficienti costanti nelle g4, cio¢ la superficie ¢ una quadrica cui appartiene
la configurazione (s, 6). La proposizione reciproca ¢ ovvia.

2° Imponiamo ora che le coppie dei punti uniti delle proiettivitd w,
siano fisse al variare di g. L’equazione che fornisce i punti uniti della (2.1) e:

(4-2) N g — (g + g + §° =o.

Le condizioni imposte portano l’esistenza di tre costanti @, &, ¢ tali che:

g24 g23 + g‘14 g13
a8 T

(4-3)

quindi integrando si hanno due relazioni (non equivalenti) del tipo:

(4-4) g™ + B (&7 + &) + 187 + ¥%* =o,

(7) Data nella seconda Nota citata.
(8) Si confronti con la (2.13) della Nota ricordata in (7).
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con «,---,8 costanti. Allo scopo di interpretare il carattere dei complessi
di questo tipo, determiniamo i complessi contenenti la configurazione (s, o).
Se p ¢ una retta di un tale complesso, 1’equazione di questo & del tipo:

w(p™— pB) 4 vp¥ = o,
o in coordinate duali p, (p, = p* con 7%k ! permutazione pari di 1234,
quindi g3 = p%, py = p%, p. = p*):

I (p23_—]>14> _}_ Vplz = 0.

Un complesso contenente s
a13g13 + a”g14 + 423g23 + az4g24 T a34g34 =0,

che sia in involuzione coi precedenti deve avere a,; = a,,, cioé & precisamente
del tipo (4.4).

Un tale complesso si dira in involuzione conla configurazione (s, ¢);
e cosl una congruenza determinata da due tali complessi. Si ha quindi:

Data una configurazione (s , o), unarigata R per cui tutte le proiettivita o,
abbiano gli stessi punti uniti appartiene necessariamente ad una-congruenza in
involuzione con (s, 0) e viceversa.

Le congruenze in involuzione con (s, 6) sono oo*; fra esse ve ne sono oo?
tali che le rigate ad esse appartenenti danno luogo ad w, con gli stessi punti
uniti.

Dati questi e assuntili, come si pud, come vertici (1,0,0,0) e
(0,1,0,0) del riferimento, le congruenze le cui rigate hanno la proprieta
voluta sono:

g24 — ag“ , gxa ='&g34
con a, b costanti arbitrarie.

3° Cerchiamo le rigate R per cui tutte le @, su s hanno in comune un
solo punto unito. L’equazione (4.2) deve essere del tipo

/O rN—1][ah—1] =0 a costante,
quindi ‘
r=ag@®)g , £+ =400) +a,
ed eliminando f (#):

¢ =a @+ ) —a g,
da cui integrando:

g =a(g®+ g —ag®+ g™ (@, ¢ costanti).

Questa ¢ l’equazione di un complesso lineare in involuzione con (s, o),
ma non ¢ il pitt generale complesso di questo tipo a causa del legame fra i coef-
ficienti di g% 4 ¢** e di g"3. Si constata facilmente che questo legame porta che
il complesso & speciale. La direttrice di questo complesso ¢ la retta congiun-
gente i punti (1,2,0,0)e (0,¢, 1, a), quindi la direttrice & una retta inci-
dente s nel primo dei due punti e contenuta nel piano che ¢ fa corrispendere
ad esso. Quindi:
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Data (s, ©), una rigata R che dia luogo a proiettivita w, aventi uno stesso
punto unito é contenuta in uno dei complessi speciali in involuzione con (s, c):
la direttrice incide s in un punto e appartiene al piano ad esso corrispondente in o.

4° Consideriamo infine le rigate w, tali che i punti uniti delle proiet-
tivita w, descrivano un’involuzione (non degenere). Possiamo sempre pren-
dere ¢ = ¢ perché g3z 0 (altrimenti si avrebbe un punto unito fisso in
A = 0) e scrivere ’equazione che da i punti uniti di una w, (relativa al valore #
del parametro):

PR —@E°+ g1+ 1=0.
Questa e le equazioni che se ne ottengono derivano due volte rispetto a ¢
devono dare tre coppie di una stessa involuzione, quindi:
R A
('g'M ('g',za +<é14 (¢] =o,
é‘u é'za _l_:é'u o
ciog:
= pC
"g’_u - ;g'_23 +§'I4

da cui con una prima integrazione si ha:

Fr=as + 5, (a costante)
€ con successive integrazioni:
(4-5) g =a(g®+ g + bg™ + cg*; (6, ¢ costanti).
Le due coppie che definiscono l'involuzione sono:
(@h—1DA=0 , N+ 1=0.

L equamone (4.5) che lega le g*# & del tipo (4 4) e quindi per la caratteriz-
zazione gia data di questi complessi si ha:

Data una configurazione (s, c), una rigata R per cui i punti uniti delle w,
appartengano ad wun’involuzione appartiene necessariamente ad un complesso
in involuzione con (s, ) e viceversa.

5. CLASSI DI RIGATE DETERMINATE DA DUE RETTE SGHEMBE. — Altre classi
di rigate sj ottengono partendo da configurazioni differenti e seguendo proce-
dimenti analoghi ai precedenti.

Si consideri per esempio la configurazione costituita da due rette sghembe
s,7 e una rigata R. Si costruisce una proiettivitd su s nel modo seguente:
dato un punto P ¢ s si determini il piano Pr e la sua intersezione con una ge-
neratrice ¢ di R; il piano tangente ad R in questo punto sega s in un punto P.
La corrispondenza P<«—P cosi generata fra punteggiate sovrapposte su s &
una prolettivita o, che dipende dalla configurazione (s,7) e dall’G* di R
determinato da g.
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Scelto il riferimento in modo chesia s : 23 = x* = 0,7 : 24" = 2> = 0 e una
generatrice di R sia g di coordinate g#* (£) e quindi un suo punto x abbia coor-
dinate x* = g3 + ug’+, il piano per P(A,1,0,0) e per 7:x" = Ax* sega
£ () in un punto per cui w soddisfi alla relazione (per g3 = 1):

8+ ug
.1 A=E TH"
(5 ) g23 _I_ U‘g24

Il piano tangente ad R nel punto di g (#) di parametro p. ha equazione:

7 x? x3 xt |

& & o —1

o e
g9 4 ug™ g%+ ug o o

quindi ad esso appartiene P (X, 1,0, 0) per

__ 88+ ug
<5‘2) - g23+“g24

L’eliminazione di w fra le (5.1) e (5.2) da la proiettivitd o,:

>

A (gz3g24 — g% g — A (g23g14_g-24g13) — (gx3g24 — Mg g — gt g =,

Affinché la proiettivita non sia degenere occorre che al variare di p
variino sia A sia A, cioe:

(5-3) FAF A 47 AT AT S

.e la prima porta di conseguenza g™ g* = o.

Se ora si ripetono riguardo a queste proiettivitd w, le ipotesi fatte nei
numeri precedenti si hanno nuove classi di superficie rigate.

Per esempio la condizione affinché tutte le @, siano involuzioni da:

(5-4) §Pg" — g1t =§3g"—§1g%,
e integrando si ha (ritornando a coordinate omogeneej:
gUg —gtgR = c (&),
o anche, tenuto conto dell’identitd quadratica fra le g (e di g3 = o):
(5-5) & =cg*

cio¢ le rigate volute appartengono ad un complesso lineare che non contiene
le rette s,7. Esso ¢ in involuzione (qualunque sia ¢) con gli co® complessi
lineari contenenti s,7; quindi:

Le rigate tali che le proiettivita da esse determinate sulla coppia (s ,7r) siano
involugioni, appartengono ad uno qualsiasi dei complessi lineari in involuzione
con gli oo® complessi lineari contenenti s, 7.

In modo analogo si esaminano le rigate per cui le w, soddisfano le altre
condizioni imposte nei nn. 3 e 4.



