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Giuseppe V accaro, Sopra alcune classi di superficie rigate, ecc. 499

G eom etria. — Sopra  alcune classi d i superficie rigate nello  
spazio  ordinario  (*}. N ota di G iu sep p e  V a c c a r o , p resen ta ta  (**} dal 
Socio A. T e r r a c in i .

i. Introduzione. -  In  due N ote re c e n ti(I) il prof. A. Terracini ha 
determ inato  alcune classi notevoli di superfìcie rigate (nello spazio proiettivo 
a tre dimensioni) servendosi dell’invarian te  di due elem enti differenziali del 
i° ordine di superfìcie rigate  calcolato dalla Sig.na M. Rolando (2).

Mi perm etto  di rito rnare  sull’argom ento sia per darne una tra ttaz ione  
alquanto  diversa e individuare a ltre  classi notevoli di superfìcie rigate, sia, 
e sop ra tu tto , in v ista della tra ttaz ione di problem i analoghi re lativ i a rigate 
appartenen ti ad un iperspazio.

La configurazione che serve di base alle considerazioni del prof. Terracini 
è costitu ita  da una re tta  j-, e da una p ro ie ttiv ità  non singolare g  intorno ad s> 
cioè fra la punteggiata  e il fascio di piani di sostegno ^ (questo è, in term ini 
finiti, l ’elemento differenziale del i° ordine di rigata). Indicherem o questa confi­
gurazione con (s , g )  (3).

Sia d a ta  ora una rig a ta  R  descritta  da una re tta  g  (fi), al variare di t  in un 
intervallo  assegnato, di classe di differenziabilità almeno C1 ; ad un punto  P e s  
e ad una d e te r m in a ta ^ / )  (cioè per un valore assegnato di t) si associino gli 
enti seguenti: il piano crP; il punto  P^ =  crPn £■(/); il piano tangente t  in P^ 
ad R; il punto  P =  t  D L a corrispondenza P^— >P su s è una p ro ie ttiv ità  
iùg (dipendente dalla g  (fi) considerata, oltre che da (s , g )  e da R D ^ )  (4).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delFattività del gruppo di ricerca n. I del C.N.R. per 
l’anno 1961-62.1

(**). Nella seduta del 14 aprile 1962.
(1) Òfr. A. T erracini, Una nuova caratterizzazione delle rigate di un complesso lineare, 

« Boll. U.M.I. »,. ser. I ll, a. XVI, pp. 332-339 (1961); Id., Sur une classe particulière de sur­
faces reglées, « Bull. Soc. Roy. des Sciences de Liége», t. XXXI, pp. 9-14 (1961).

(2) Cfr. M. Rolando, Invarianti proiettivi simultanei di un elemeitto di rigata e di un altro 
elemento, « Boll., U.M.I. », ser. I ll, a. XVI, pp. 319-331 (1961).

(3) La nozione di elemento differenziale di rigata (quali si siano l’ordine v dell’elemento, 
e ia  dimensione dello spazio ambiente) trovasi già in E. Bompiani, Alcune proprietà proiettivo- 
differenziali dei sistemi di rette negli iperspazi, << Rend. Circ. Mat. di Palermo », t. XXXVII, 
pp. 1-27.(1914), cfr. n. 15 ove un tale elemento è indicato con g v.

(4) L’esistenza e il significato geometrico dell’invariante (di questa proiettività, cioè) 
di (s , a) e dell’analoga configurazione costituita da g (t) e dalla proiettività di Chasles rela­
tiva a g (t) e ad R sono immediati se ci si riferisce alla rappresentazione delle rette sulla qua- 
drica di Klein Q c S s . Infatti le due rette s ,g  si rappresentano in due punti della quadrica 
di Klein e le due1 configurazioni in due tangenti a Q in essi. Lo S3 di queste due tangenti sega Q 
in una quadrica Q': i piani tangenti a Q' nei due punti si segano in una retta: le intersezioni 
di questa con Q' e con le due tangenti formano una quaterna il cui birapporto è un invariante 
delle due configurazioni (o elementi differenziali del i° ordine di rigata).
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Il prof. T erracini determ ina: i° le rigate R per cui le sono involuzioni 
(e queste appartengono a complessi lineari); 20 le rigate  R per cui le cù# hanno 
lo stesso invarian te  assoluto (di cui il precedente è caso particolare).

Qui vengono determ inate le rigate  per le quali le cô  soddisfano ad altre 
condizioni: 30 di essere tu tte  coincidenti; 40 di avere gli stessi pun ti uniti; 
5° di avere in comune un pun to  unito; 6° di avere i pun ti un iti variabili in una 
stessa involuzione.

Si esam inano poi le analoghe delle p ro ie ttiv ità  co* relative ad una rigata 
e alla configurazione di re tte  sghembe.

2. L e  PROIETTIVITÀ co? . -  Si scelga il riferim ento proiettivo nello spazio 
a tre dimensioni in m odo che la re tta   ̂ sia rapp resen ta ta  dalle equazioni: 
x 3 =  x 4 =  oy e che la p ro ie ttiv ità  g faccia corrispondere al punto  P (X, 1 , o , o) 
il piano aP  : x 3 =  \ x 4.

L a re tta  g  (f) di coordinate radiali g tk è determ inata dai suoi pun ti (g13, 
g 23, 0  , — g 34) , (<g14 ,g 24 ,g 3 4 , o) e quindi il punto  P^ =  g P n g  ha le coordinate:

^ 3_ X ^  , g* —  \g «  , —  Xg* , _ £ * 4.

oe, come supponiam o
Il piano tangente in P^ alla rigata  R ^posto gik = dt ) e:

x r X* X 3 X 4

~  Xg14 t 3 —  H 24 - X g 34 —  g34

g 23 0 — g 34

g14 g 24 g 34 O

Poiché le g ik sono coordinate omogenee e g 34 -|= o, può farsi g 34 =  1, 
quindi g34 =  o. Così facendo, se P (X, 1 , o , o) è l ’intersezione di detto  piano 
tangente con* s (x3 =  x 4 =  o) deve aversi:

M f 3 —  ^ 24) —  r 3 +  ^ I4 =  o,

cioè l ’equazione di è:

(2 . 1) XXg24 —  Xg23 _  Xg14 +  g13 =  o .

3,. L e  condizioni di T erracin i. -  La condizione (di T e rrac in i)(5) che 
ogni cô  sia involuzione è che (per ogni t)\

(3-o  r  =
cioè integrando (e rito rnando a g ik omogenee):

(3.2) g 2 3 — g 14 =  cg34 (sco sta n te ) ,

che esprime l ’appartenenza di R  ad un complesso lineare contenente (s , a) <6).

(5) Data nella prima Nota citata.
(6) Ciò significa che s è retta del complesso e che la proiettività da questo determinata 

(in conseguenza della polarità nulla) intorno ad s coincide con a.
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Se si sceglie lo spigolo opposto ad  ̂ (che non è stato  determ inato) come 
re tta  del complesso (g 34 — i e tu tte  le altre g ik =  o) risulta c — o.

Passando a ll’im magine sulla quadrica di Klein Q, la (s , cr) è rappresen­
ta ta  da un  punto  di Q e da una tangente ivi: un S4 per questa rappresenta un 
complesso lineare con la p roprie tà  voluta, e una curva di S4 D Q, che dipende 
sostanzialm ente da due funzioni arb itra rie  di un param etro, rappresenta R.

L ’altra  condizione (pure di Terracini) (7) che tu tte  le cô  abbiano lo stesso 
invarian te assoluto po rta  che questo è costante al variare di t, cioè riferendosi 
alla (2.1):

(3.3) g24 g13 —  gu g23 =  k  (g14 —  g23)2, k  costante.

(il caso precedente corrisponde a i\k  =  o).
Se g13 ~|— o, si può sem pre supporre di aver fa tto  già un cam biam ento 

del param etro  t  in m odo che risulti g13 =  1, quindi (a meno di una costante 
inessenziale) g 13 =  t\ segue allora dalla precedente:

(3.4) g 24 = J {g14 g23 +  k (g14 —  g23)2} dt +  ag3\

cioè le rigate  indicate si ottengono con una semplice qu ad ra tu ra  (8).

4. A lt r e  condizioni r e la t iv e  a (s , a) e l e  c la ss i di r ig a te  da esse  
DETERMINATE. -  Possiamo determ inare altre classi di rigate imponendo alle 
<ùg diverse condizioni:

i° Supponiam o an z itu tto  che tu tte  le <àg coincidano. Devono esistere 
in tal caso q u a ttro  costanti a , b , c , d  tali che:

g24 g23 g14 g13
a b c d

integrando le*tre equazioni differenziali scritte  si hanno tre equazioni lineari 
a coefficienti costan ti nelle g ik, cioè la superficie è una quadrica cui appartiene 
la configurazione (s , cr). La proposizione reciproca è ovvia.

20 Im poniam o ora che le coppie dei pun ti un iti delle p ro ie ttiv ità  cô  
siano fisse al variare d ig . L ’equazione che fornisce i pun ti un iti della (2.1) è:

(4.2) X2 g24 —  X (g23 +  g14) +  g13 =  o .

Le condizioni im poste portano l ’esistenza di tre  costanti a ,b  , c tali che:

-N è24 _  È23 +  £14 _  g13
a ~  b c ’

quindi in tegrando si hanno due relazioni (non equivalenti) del tipo: 

(4.4) ocg24 +  [3 (g 23 +  g I4) +  xg13 +  Sg34 =  O,

(7) Data nella seconda Nota citata.
(8) Si confronti con la (2.13) della Nota ricordata in (7).
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con oc, - - - , S costanti. Allo scopo di in terp re tare il cara ttere  dei complessi 
di questo tipo, determ iniam o i complessi contenenti la configurazione (s , a). 
Se fi è una re tta  di un  tale complesso, l ’equazione di questo è del tipo:

[X ( f i 14 —  f i 23)  - f  v f i34 =  0,

o in coordinate duali p.k (j>ik — p hl con i k h l  perm utazione pari di 1234,  
quindi p n  =  =  p 23, p lx =  p ì4)\

—  Ph) +  =  O.

U n complesso contenente j*

^ 1 3  g 13 +  g 14 +  ^ 23 g 23 +  a24 g 24 +  ^ 34  g 34 =  o ,

che sia in involuzione coi precedenti deve avere a2S — aI4, cioè è precisam ente 
del tipo (4.4).

U n tale complesso si dirà in involuzione con ia configurazione (s , a); 
e così una congruenza determ inata  da due tali complessi. Si ha quindi:

Data una configurazione (s , a), una rigata R per cui tutte le proiettività (Sìg 
abbiano g li stessi punti uniti appartiene necessariamente ad una congruenza in 
involuzione con (s , a) e viceversa.

Le congruenze in involuzione con (s , cr) sono 004 ; fra esse ve ne sono 002 
tali che le rigate  ad esse appartenen ti dànno luogo ad tùg con gli stessi punti 
uniti.

D a ti questi e assuntili, come si può, come vertici (1 , o , o , o) e 
(o , 1 , 0 , 0 )  del riferim ento, le congruenze le cui rigate  hanno la proprie tà  
voluta sono:

g 24 =  ag34 , g 13 =  bg34

con a , b costanti arb itrarie.
3° Cerchiamo le rigate R per cui tu tte  le <ùg su hanno in comune un 

solo punto  unito. L ’equazione (4.2) deve essere del tipo

quindi
g13 [ / ( / )  X —■ 1] [dk — 1] =  o a costante,

r 4 =  a/(t) è*3 , r  +  r 4 =  g13 ( / ( o  +  «),

ed elim inando f i t ): 

da cui integrando:
g24 =  * ( è 23 +  è 14) —  a 2 g13.

<g24 =  a (<g23 +  < 0  — ^2<g13 +  cg 34 (a , c costanti).

Q uesta è l ’equazione di un complesso lineare in involuzione con (s , cr), 
m a non è il più generale complesso di questo tipo a causa del legame fra i coef­
ficienti di g '23 +  g 14 e d i^ 13. Si constata  facilm ente che questo legame porta  che 
il complesso è speciale. L a direttrice di questo complesso è la re tta  congiun­
gente i p un ti (1 , a , o , o) e (o , c , 1 , 0 ) ,  quindi la d irettrice è una re tta  inci­
dente s nel prim o dei due p un ti e contenuta nel piano che a fa corrispofidere 
ad esso. Quindi:
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Data (s , cr), una rigata R  che dia luogo a proiettività cùg aventi uno stesso 
punto unito è contenuta in uno dei complessi speciali in involuzione con (s , a): 
la direttrice incide s in un punto e appartiene al piano ad esso corrispondente in cr.

40 Consideriam o infine le rigate  tali che i p un ti un iti delle p ro iet­
tiv ità  cùg descrivano u n ’involuzione (non degenere). Possiamo sempre p ren­
dere g 13 — t  perché g13 -|= o (a ltrim enti si avrebbe un pun to  un ito  fissò in 
X =  o) e scrivere l ’equazione che dà i p u n ti un iti di una <s>g (relativa al valore t 
del param etro):

r ^ 2— ( r 3 +  n ^ +  1 =  0. .

Q uesta e le equazioni che se ne ottengono derivano due volte rispetto  a t 
devono dare tre coppie di una stessa involuzione, quindi:

cioè:

r r +  r 1

r g 3+ F 0

F 4 F 3+ F 4 0

K>
1_ F 23 + T 4

F 4 " F 3 + F4
da cui con una prim a integrazione si ha:

F  —
e con successive integrazioni:

(4- 5) =  a (g*3 +  g*) +  % * +  cg™ ;

Le due coppie che definiscono l ’involuzione sono: 

(ah—  i)X  =  o , ih2 -|“ 1 — o .

(a costante) 

(b , c costanti).

L ’equazione (4.5) che lega l e ^  è del tipo  (4.4) e quindi per la ca ra tte riz ­
zazione già d a ta  di questi complessi si ha:

Data una configurazione (s , cr), una rigata R per cui i punti uniti delle cog 
appartengano ad un'involuzione appartiene necessariamente ad un complesso 
m  involuzione con (s , a) e viceversa.

5. C la s s ic i  r ig a te  d eterm in ate da due r e t t e  sghembe. -  A ltre classi 
di rigale  sj ottengono partendo  da configurazioni differenti e seguendo proce­
d im enti analoghi ai precedenti.

Si consideri per esempio la configurazione costitu ita da due re tte  sghembe 
s , r  e una rig a ta  R. Si costruisce una p ro ie ttiv ità  su nel modo seguente: 
dato  un  puntOj P e  ̂ si determ ini il piano Pr e la sua intersezione con una ge­
n e ra tr ic e ^  di-ìt; il piano tangente ad R  in questo punto  sega s in un punto  P. 
L a corrispondenza P —>P così generata fra punteggiate sovrapposte su s è 
una p ro ie ttiv ità  cag che dipende dalla configurazione (s yr) e d a ll’©1 di R 
determ inato  da g.
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Scelto il riferim ento in m odo che sia s : x 3 =  x 4 =  o , r  : x 1 =  x 2 =  o e una 
generatrice di R  sia g  di coordinate g ik (t) e quindi un suo punto  x  abbia coor­
d inate x* — 3 +  [ig**, il piano per P (X , 1 , o , o) e per r : x 1 =  \ x 2 sega
g  (£) in un  pun to  per cui fx soddisfi alla relazione (per g 34 — 1):

(t T\ > _  +  Kg14^5- ) g 3 3  + ^ 4

Il piano tangente ad R nel pun to  di g  (t) di param etro  [x ha equazione:

=  o ,

(5-2)

L2 x 3 X 4

g 13 g 23 0 —  I

g 14 g M  1 0

g t3 + r +  L*g24 0 0

ap p artien e P (X , 1 , 0 , 0 )  per

X è 13 +  v i 14
g 23 +  VÈ24

L ’elim inazione di [x fra le (5.1) e (5.2) dà la p ro ie ttiv ità

xx (g2v 4 -  f ? 3) -  ̂  Z 3) +  g13g l4— gI4g13 =  o.
Affinché la p ro ie ttiv ità  non sia degenere occorre che al variare di [x 

variino sia X sia X, cioè:

(5-3) g 13g 24- --gn g IA g1 3g24 -g2 3gu,

e la prim a po rta  di conseguenza g I2g 34 =  o. ■ .
Se ora si ripetono riguardo a queste p ro ie ttiv ità  cô  le ipotesi fa tte  nei 

num eri precedenti si hanno nuove classi di superficie rigate.
Per esempio la condizione affinché tu tte  le 0^ siano involuzioni dà:

(5-4) g23gI4 — gMgI3 =  gI3gM — gug23,

e integrando si ha (ritornando a coordinate omogenee):

g i3g24 — g'*g*s =  c (g 34)2,

o anche, tenuto  conto dell’iden tità  quadratica fra le g ik (e di g 34 =  o):

(5-5) ^I2 =  ^ 34,
cioè le rigate volute appartengono ad un complesso lineare che non contiene 
le re tte  s > r. Esso è in involuzione (qualunque sia c) con gli oo3 complessi 
lineari contenenti , r\ quindi:

Le rigate tali che le proiettività da esse determinate sulla coppia (s , r) siano 
involuzioni^ appartengono ad uno qualsiasi dei complessi lineari in involuzione 
con g li 003 complessi lineari contenenti s , r.

In  modo analogo si esam inano le rigate per cui le cùg soddisfano le altre 
condizioni im poste nei nn. 3 e 4.


