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Analisi matematica. — Nuova formula asintotica per i polinomi 
di Laguerre(#). N ota di A l e s s a n d r o  O s s i c i n i , presentata (**} dal 
Socio M. P ic o n e .

1. E no ta  la seguente form ula asin totica di tipo H ilb, per i polinomi 
di Laguerre (l)

( 1 . 1)
? 2 * 2 LÌ°° (.x) 

oc >> — i N =  n +

N 2 T( n  +  a +  1)
n !

oc -4- 1

Ja { 2 (Nx)1!2 } -f- S,m (x)

ove

(1.2) K,a (*)
o << x  <  n~ 1 

n ~ x <Lx <  co .

Nel caso a =  o la prim a limitazione va sostituita con ;r2 log ( x ~ x n~~z). Voglia
mo d im ostrare qui con un procedim ento elem entare la nuova form ula asin
to tica

ove

e * x * l £ \ x )  =

I S  X

N 2 r  (n +  a +  1) 
n ! I +  ^ n ) L { 2 ( N ^ }  +

24 N3/2 (2 *N +  a2 —  1) Ja { 2 (N*)1/2} +  sK>a O )

a >* — 1 N == n

o << x  <  n ~ x 

n ~ 1 <  x  <  o).

(*) Lavoro del gruppo di ricerca n. 22 del Comitato per la Matematica del C.N.R., 
eseguito presso l’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.

(**) Nella seduta del 14 aprile 1962.
(1) E. M. WRIGHT, The coefficients of a certain power series, « Journal of the London 

Mathematical Society», voi. 7, p. 261 (1932).
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Nel caso oc =  o la prim a lim itazione va sostitu ita  con x 4 O {log ;r—I n ~ 1} . 
Per la dim ostrazione utilizzerem o l’equazione di tipo V olterra, alla quale

soddisfa la funzione e 2 x a LÌa) (x2) (2)

0 -3 ) e 2 x a Lia) (x2) N r ( «  +  « +  1)
n ! Ja (2  N ^  X)

X

“f" / Fa (# I 0  ^
/2
“  / a+3 Lia) (V2) d / ,

ove

( 1 • 4) F a (x , t  j  —

- [Ja (2 N 1/2 *) J _ a (2 N 1/2 /) -  J _ a (2 N 1/2 *) J a (2 N 1/2 / ) ] ,
a non intero

—  -  [ J a (2 N 1/2 *) Ya (2 N 1/2 0  — J a (2 N 1/2 0  Ya (2 N 1/2 *)] ,
a >  o intero

essendo J a (z), J__a (f) funzioni di Bessel di prim a specie e Ya (z) funzioni 
di Bessel di seconda specie.

Terrem o inoltre conto dell’ordine di grandezza delle ] a (z) , Y a (z) per 
z  —> +  0 e per z  -> -(- 00 (3); se 5 ^ . +  o

(i-5) Ja : »  ~  2a a -(= —  I , —  2 , —  3 ,

(i-6) Ya (2) ~  Z—“ a =  1 , 2 , 3 ,

(!-7) Y0(Y) ~  lo g ~

m entre per z  -p 00

(1.8)
J o (,) =  0 .(* 'f } -

l / 1 \
( Y re(z) =  O h  2j-

2. Se sostituiam o la (1.1) nell’integrale a secondo m em bro della (1.3) 
troviam o che

(2.1)
e 2 ;ra LÌa) (x2) — N r  (n +  a +  1) Ja (2 N 1/2 *) +

+  Aia)( 4 +  R<,a)(*)

(2) G. Szego, Orthogonal Polynomials, «Amer. Math. Col. Pubi. », XXIII, New-York 
1939, p. 211.

(3) Cfr. G. Szego, op. cit. in (2) p. 16.
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ove
X

(x) =  ^ r  (” + « + ’> j  F a (X , /) -t3 J a (2 N 1/2 0  dt
Jo

X

Ria) (x) — J f <* (x > 0  (3 S*,o (0 dt.
o

Per po ter calcolare l ’in tegrale A<,a) (*) è necessario determ inare la seguente 
form ula ricorrente O

* * •
(2'2) 3 J z 3 Ja (s) J_« (*) dz =  2 (a2 — i ) J z  J a (*) J _ a (*) dz

+ T ^  j« 0) J-« (*) + Ja (*) J - . (*) (J-« (*) Ja (*) + Ja (*) Jl„ (*))]

. + 4 ^ ^ + I —“T J»w J-«W- ■
Osserviam o che

C *
(2 .3) J s  (s’ —  O J a (s) J _ „  0) d* = — J * J-« 00 f  —  +  * — | Ja 00 dz =

z

—  ** J-«0) Ja 0) + /  [̂ 3 J-a 00 J« 00 + 3 *“ J-.(«) Ja (*)] d* +

---J Z 2 J - a  00 Jk 00 dz  =

z

Z3 J - a  Ja (/) + J [ > S  J— a 00 J a 00 +  Z3 J'—a (s) J„  (s)] dz  

e analogam ente
z

(2 -4) j z  (z 2 —  a2) Ja 00 J _  a 0?) dz  =

— J a (#) J— a (z) +  f  t2 J a (*) J— a (*} + £3 J— a (/) Ja (#)] dz

(4) La (2.2) è un caso particolare di una formula che si trova in una pubblicazione 
di W. Gross. Nel lavoro ho preferito darne una diretta dimostrazione data l’elementarità. 
W. GROSS, Sviluppo asintotico di alcuni integrali operanti su funzioni di Bessel, «Giornale di 
Matematiche di Battaglini », ser. IV, voi. 80, pp. 39-49.
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quindi

(2.5) 2 *2) j„0) j - a (z)dz = -*3ILO) ji_o0) + j_o0) JkO)]
z

+ 2f {*3 J~« (*) J« (*) + ^  [J« (*) J-a 0) + L (*) J-a 0)] } d* .
O ra con una integrazione per p a rti si ha

z z

4 Ja 0) J-a 00 àz = Z4 Ja 0) J-a (z) + z j  Z3 J-a 0) Ja 00 d̂

+ 02 — a2) [J-a 0) Ja (z) + ja 0) J- a 0)] ÒZ

ed in conseguenza
z

(2.6) 2 f z 3 Ja 0) J-a 0) ds = Z4 Ja 0) J-« 00

+  JZ* O2---O [J-a 0) J« 00 + Ja 0) J-a 0)]
sostituendo la (2.6) nella (2.5) si ha

z

2j  S J - “ 00 dz =

** ja 0) J-a 0) — [Ja 0) J-«00 + Ja 0) J-a W]
z

+  JZ* O2 +  2   < j [Ja 0 ) J-a 0 ) +  Ja 0 ) J-a 0 )] cls

e con una nuova integrazione per p a rti si perviene alla
z z

3 J z 3 Ja 0) J-a (z) dz =  2 (a2  I) J  z j a 0) J-a 0) d0

+ 7 ^  {z2 JI, 0) J-« 00 + Ja 00 J-a 0) -  * [J-a 0) J« 00 + Ja 0) J-« (*)] }

+ — Z2 02 — «2+ 0 Ja 0) J-a 0) •
U na form ula analoga si ha sostituendo ad J__a (z) , Ya (z).

Passiam o ora al calcolo di AÌa) (V).
Se teniam o conto della (2.2) e delle seguenti formule (5)

z z

(2.7) 3 j z 3 Ja 0) ds =  2 (or.2 —  i) J 2 J2 (z) dz + ~  Z 2 0Ja 0) —- Ja 0)?

+  02--- ** + !) Ja 0)

(5) G. N. Watson, Bessel Functions, New-York 1948, pp. 138 e 135.
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z

(2.8) j z ] l ( z )  à s = — Z2 [Jl(s) - ] ._ ,(« )  J„+1(Y>]
z

(2-9) ! ̂ Ja (s) J - a  (z) dz =  jZ *  [2 Ja (2) ] _ a (z) +  Ja-x  (z) J _ a_x (z)

+  Ja+i (z) J—a+i (Z)]

si ha dalle (1.5) che:

Aia) (x) = N 2 T (n +  a +  1)
^ r [J0 ( 2 N - / ^ ) J L 0 (2 N - /^ )  +

J— a (2 N 1/2 x)  J a (2 N 1/2 x)] • [4 N *2 J a (2 N 1/2 *) — 2 N 1/2 *  J a (2 N 1/2 #)]

+  W (a2~  x) J “+I (2 Nl/2*) [J« (2 Nl/° *) J - “+- (2 N ,/’ *)

+  J _ a (2 N *l‘ x) J +.«_, (2 N 1/2 x)] +  — - (a2 — 1) * 2 J a _ ,  (2 N 1/2 x)

■ [Ja (2 N 1/2 *) (2 N 1/2 *) +  Ja + , (2 N 1/2 X) J _ a (2 N-/2 X)] Ì

ma (6)

Ja (p) Ji— a ( )̂ “b J—a (p') Ja —x ( )̂

quindi

(2.10)

J a (*) J l a ( * ) -  J_a(*) J«(*)

Ja + i (-*0 Ja — i (p) -— 2 J a (#)

ALa) (*) =  N 2 r ( ” ,+  g +  -  I — N ■ Ja (2 N ’/2 X) +

[2 N +  a2 —  1] Ja (2 N l/z x\
24 N3/s

Alla stessa espressione si perviene nel caso di oc in tero  tenendo conto della 
(2.2) óve in luogo di J _ a (z) va posto Ya (-s') e delle (7)

z

j A  (?) Ya (*) dz =  2-*» [2 Ja (z) Ya (*) -  J * . ,  (*) Ya+I (*) — J„+I (Z) Y0_ t(-f)] ,

J a (*) Ya+, (*) -  ]a+I (?) Y a (z) =  -  —

e delle (2.7), (2.8).

(6) Cfr. G. Watson, op. cit. (5) p. 43, p. 46 e p. 45.
(7) Cfr. G. Watson, op. cit. (5) p. 134, p. 76 e p. 77.
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3. V alutazione del resto  R^a) (x).
A  causa della (1.2) dovrem o distinguere due casi

r 1 i
o < ^ x  < n  2 ’ n 2 <  x  <  002 .

1
Se a reale si ha per o <Cx < n  2 , o <  t  <  x

X

(3.1) O ([na) j  (xa t 7 r a /2fl+7) d / =  O (^a ^ a+8) .
o

Se invece a =  o abbiam o

F 0 (x,  t ) =  — — [ J0 (2 N l/2 x) Yc (2 N 1/2 /) —  Y0 (2 N 1/2 at) Jg (2 N-/2 /)] =

0 ( i ) l o g - f + 0 (1)
e quindi

-1 ** 2 d / =0  (1) J 1̂ o g — j t 7 log t ~ x n 2 àt O (1) /  P log Ir
O O

1 I

O (1) x 8 J (fog—) z 7 log 1 z~ 1 n  2 d^ -f- O (i) x 8 j  z 7 lo g (^“ x z ~ x n  2) dz  =

;r8 O \log x~* n
1 1

Se consideriam o poi il caso n  2 <; ;r <C co2 il contribu to  dell’intervallo
i

o < i t  < , n  2 è

(3.2) Q (na)J n * x  2 { | J _ a (2 N '/2 /) | +  | J a (2 N1/21) | } P+i di =
o

_ i _ L ___L _  « 4 /   * \ 7  /   3_ _i3\ /  tt___ — V
O (na) n 4 # 2 ^  2 =  \x~~ 1 % 2j *0\?z2 4 # 2 j ==o ^ 2  4 x 2 )

(stessa lim itazione per a intero).
1 1

Sem pre re la tivam ente al caso n 2 <L x  <; co2 a causa delle (1.8) il
1

contributo^ deirin te rv a llo  t > n  2 è

(3-3) O \n f ii 2 4 ) \n 4
<x__5_ _II

«  4 t  2 Ì M 2 di =  O U7 4 a:"7

^___ 3_ _i3
O \ n 2 4 x  2

(8) Cfr. G. SzEGO, op. cit., in (2) p. 207.

32 . — RENDICONTI 1962, Voi. XXXIlì, fase. 4
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In  base alle (2.1) (2.10) (3.1) (3.2) (3.3) abbiam o quindi

a
N 2 T (n  +  a +  1)

ove

e ' x ' t t oI T  (*) =

I x*l2
24 N3/2

I + 2 W ) J “ { 2 ( N ^ }  +

[2*N +  a2--- I] Ja { ( 2 N ^ ! } +  S„,a (x)

a >  —  1 _ N =  n  -|- a +  1

^n, a

I a ,
x 2 4 O (na) o << x  n ~ 1

n~ 1 <; x  <C co

se oc =  o la prim a lim itazione va sostitu ita  con x a O { log ( x ~ I n ~ J) } (9).

11 ( Il__3
x  4 O [ n 2 4

(9) Relativamente agli sviluppi asintotici dei polinomi di Laguerre cfr. L. TOSCANO 
«Bollettino Unione Matematica Italiana» (3), 4, 398-409 (1949) ove si trova un notevole 
sviluppo in serie dei polinomi di Laguerre mediante funzioni di Bessel.


