
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Solomon Marcus

Les ensembles stationnaires de certaines classes de

fonctions dérivées
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Analisi matematica. — Les ensembles stationnaires de certaines 
classes de fonctions dérivées. N ota di S o l o m o n  M a r c u s , presentata n  
dal Socio M. P i l o n e .

Sauf m ention contraire, toutes les fonctions considérées dans la suite 
seront des fonctions réelles définies sur V in tervalle [o , 1]. U n  ensemble 
E c [ o ,  1] est, p a r définition, stationnaire pour une classe C de fonctions si, 
p o u r / e C ,  /  est constan te sur [o , 1] dès q u ’elle est constante sur E [3]. 
Dans [3], [4] et [6] on a étudié les ensembles stationnaires des classes suivan- 
tes de fonctions: Q  = 'la ' classe des dérivées bornées; C2 =  la classe des déri­
vées finies; C3 =  la classe des dérivées -  finies ou infinies -  des fonctions 
continues. P roprem ent dit, dans [3] et [4] on a étudié les ensembles déterm i- 
nan ts pour Ct e t C2. U n  ensemble E est déterm inan t pour la classe C si pour 
/ c C  , ^ c C  et /  (x) =  g  (x) pour a: € E on a f  (x) — g  (x). Il est aisé de voir 
que pour Q  et C2 les ensembles déterm inants coincident avec les ensembles 
stationnaires. Si Pon désigne par O (C) la famille des ensembles stationnaires 
de la classe C, alors, de ce que Q c Q C  C3, on déduit

® (C 3)C ® (C 3)C ® (C 0 .

Désignons p ar F  la fam ille des ensembles contenus dans [o , 1], dont la 
m esure extérieure est égale à 1. Les résu ltats de [3], [4] et [6] affirm ent que

O (CO =  <F (C2) =  0  (C3) =  F.

Désignons: p a r C4 la classe des fonctions dérivées -  finies ou infinies; 
p a r Dj la classe des dérivées approxim atives finies; par D 2 la classe des déri­
vées approxim atives — finies ou infinies -  des fonctions continues; p a r D 3 
la claàse des dérivées approxim atives -  finies ou infinies -  des fonctions appro- 
N im ativem ent continues; p ar D 4 la classe des dérivées approxim atives -  
finies ou infinies.

P ar (x, on va désigner la m esure de Lebesgue; p a r (x*, la m esure ex té­
rieure de Lebesgue.

T h ÉORÈME 1. —'0 (C4) est form ée d 1 un  seul ensemble: Vintervalle [o , 1].
Demonstration. — Soit \  e  [o , 1] e t posons

/ . y  l— i , si o <  E <  — ,

F  (x) =  \ o , si x  =  5 ,

\ 1 , si \  <  x  <  1.

La dérivée 9 (x) =  F ' (x) existe en chaque x  e  [o , 1]. On a 9 (x) =  o 
pour x  -J= \  , 9 (x) =  -f- 00 p o u r_x =  done Pensemble [o , 1] — {E} n ’ap-

(*) Nella seduta del 14 aprile 1962.
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p artien t pas à O (C4). Comme £ est un point arb itra ire  de [o , 1], il s’ensuit 
le théorèm e 1.

Corollaire. -  L ’intervalle [o , 1] est le seul ensemble stationnaire pour D4.
Théorème 2 . - 0  (D3) =  F.
Demonstration. -  On a C3c D 3, done 0 (D3) c O ( C 3). M ais d ’après un 

théorèm e de [6], on a O (C3) =  F, done O (D3) q F .  Pour é tab lir P inclusion 
inverse, considérons un ensemble E e F e t  supposons, par réduction à Pabsurde, 
q u ’il existe une fonction / e  D 3, /  non constante, et un  nom bre X tel que 

f  (pc) — X pour ^ e E .  Soit E, e  [o , 1] tel que / ©  = (= X.
Supposons d ’abord /  (5) >  X et considérons l ’ensemble non vide 

A = { x  ;/(^r)T>X}. Soit F  approxim ativem ent continue, telle que K p (x ) = f ( x )  
pour x  e  [o , 1 j. La fonction G (x) =  F  (x) —- \ x  est approxim ativem ent conti­
nue sur [o , 1] et possède, en chaque poin t x  e  [o , 1], une dérivée approxim a­
tive GaP (x) -  finie ou infime. En outre, GaP (x) =  FaP (x) — X done on a 
GaP (x) >  o pour x  e A  et Gap (x) <  o pour x e ^ A .  Si l ’ensemble A  é ta it de 
m esure nulle, alors on aurait, presque p arto u t sur [o , 1], GaP (x) <  o, done, 
en vertu  d ’un théorèm e de G. Tolstov [9], G serait non-croissante sur 
[o , 1]. On au ra it done /  (x) —  X <  o pour chaque x  € [o , 1]. M ais ce serait 
une contradiction avec l ’inégalité / ( ^ )  >> X. Done [jl (A) >  o. Mais e’est im ­
possible, car A f l E  =  o et p* (E) =  1. Done e’est impossible aussi q u ’on ait

/ © > v
Supposons m ain tenan t f  (5) <  X et considérons l ’ensemble non vide 

A, =  { x  ; f ( x )  < ; X}. Si Aj é ta it de mesure nulle, alors on aurait, presque 
p a rto u t suf [o , 1], GaP (x) >  o done, en vertu  du m èm e théorèm e de [9] cité 
ci-dessus, G serait non-déeroissante sur [o , 1]. On au rait done f i x )-— X >  o 
pour chaque x  e  [o , 1]. M ais ce serait une contradiction avec l ’inégalité 

/  ©  <C X. Done [x (A,) >  o. M ais e’est impossible, car A xn  E — o et ^  (E) =  1. 
Done e’est impossible aussi q u ’on a i t / © < X .

On constate ainsi que la supposition /  ©  -j= X méne à une contradiction 
et Pinclusion F c ®  (D3) est établie.

Cdrollaire. -  O (Dx) =  0 '(D2) =  F.
Demonstration. -  On a

C,Cl>,Cl>3 , Q c D . c D j ,
done

€> (D3) c ® (D2) c ® (Q) , O (D3) c ® (DO c  O (Q ) .

M aisj /d ’̂ près le théorèm e 1 de [3], on a O (CO =  F  et d ’après le théorème 2 
ci-dessus ion a <1> (D3) — F. Le corollaire est ainsi dém ontré.

Remarques. — Le théorèm e 2 contien t le théorèm e de [6], où l ’on consi- 
dère les dérivées -  finies ou infinies -  des fonctions continues; la m éthode 
employée dans [6] diffère de celle ci-dessus. En tenan t com pte que pour la 
classe C2 les ensembles déterm inan ts coincident avec les ensembles s ta tio n ­
naires, il est aisé de déduire, du théorèm e 2, le théorèm e 2 de [4].

U ne classe C de fonctions est, per définition, invariante p a r  soustraction, 
si pour f  e  C , g  e  C , 9 ~  f ;— g  on a 9 e C. Il est aisé de voir que les classes C3,
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D 2 et D 3 ne sont pas invariantes par soustraction. D and une telle situation, il 
est possible que certains ensembles stationnaires de C3 (resp. D 2, D 3) ne soient 
pas determ inants pour C3 (resp. D 2 , D 3). H est natu re l done de poser le 

PROBLÈME. -  Caractériser les ensembles determinants pour chacune des 
classes C3 , D 2 et D 3.

Toutes les classes de fonctions considérées ci-dessus sont formées de 
fonctions dérivées, ordinaires ou approxim atives.

On sait q u ’une fonction d é riv é e / '  est de la prem ière classe de Baire, 
m èm e si / e s t  discontinue, ([io], pp. 15-16). On sait que les dérivées approxi­
m atives des fonctions approxim ativem ent continues sont de la première 
classe de Baire [8]. Done toutes les classes de fonctions dont nous avons 
déterm iné ci-dessus les ensembles stationnaires sont formées de fonctions 
de la prem ière classe de Baire. Il est naturel alors de poser le problèm e sdì 
existe, dans la deuxièm e classe de Baire, une classe non triviale de nom- 
bres dérivés dont les ensembles stationnaires ne coincident plus avec les en­
sembles de m esure extérieure complète.

Dans cet ordre d ’idées, il est in téressant à no ter le fa it suivant. 
Considérons une classe C5, définie de la m anière suivante: 9-e.C5.s i9 

est finie et s’il existe une fonction continue / ,  telle que 9 (x) ' — f + (x), où par 
f + (x) on a désigné le nom bre dérivé supérieur à droite de la fonction /  au 
po int x.  On sait q u ’une telle fonction 9 est au plus de la deuxièm e classe 
de Baire (pour un résu lta t plus général voir [7], p. 127 et [2]). D ’au tre  
p art, en vertu  d ’un ré su lta t de F. Sunyer i Balaguer, la fonction /  est com- 
p lètehient déterm inée (abstraction  faite d ’une constante additive) par les 
valeurs que 9 prend sur un  ensemble E dont le com plém entaire est totale- 
m ent im parfait [1]. Cela veut dire que E rencontre tou t ensemble parfait. 
Supposons alors q u ’il y a un nom bre réel X tei que 9 (x) =  X pour x  e K  et 
posons g  (x) — \ x.  On a f  (x) =  g  ( x ) k ,  où k  est une constante, done 
f + (x){~  g+ (x). On en déduit que 9 (x) — X. Réciproquem ent, si de 9 e C 5 
ét 9 (d) =  X pour ^  e E on déduit 9 (a:) — X, alors, en u tilisan t le m èm e 
travail [1], on trouve facilem ent que E rencontre to u t ensemble parfa it, 
e’e s t-^ -d ire  on a le théorèm e suivant:

THEOREME 3. — U ensemble E est stationnaire pour la classe C 5 si et seu- 
lement si E rencontre tout ensemble parfa it contenu dans [o , 1].

Remarque concernant le travail [5]. -  Dans la dém onstration du théo­
rème 3 de [5], p a r portion de Vensemble II on entend l ’intersection non 
vide de II avec un in tervalle ouvert. Les extrém ités de cet intervalle ouvert, 
sont, en m èm e temps, les extrém ités de la portion.
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