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WOLF G ross, Formula di Taylor e linee di livello, ecc. All

Analisi matematica. — Formula di Taylor e linee di livello delle 
soluzioni dell'equazione del caloren . Nota di W o l f  G r o s s , presen
t a t a ^  dal Socio M. P ic o n e .

Nel presente lavoro si s tud ia il com portam ento locale delle linee di li
vello F  =  costante delle soluzioni della equazione del calore:
, . 32 F   3F
W  dx2 ~ ~ d i ’

in ternam ente al campo di definizione.
A  questo scopo si determ ina una conveniente rappresentazione di d e tte  

soluzioni m ediante una form ula tipo quella di Taylor; da essa essenzial
m ente si deduce con un rio rdinam ento  dei term ini. L ’espressione del resto  
nella nuova form ula serve come pun to  di partenza per lo studio delle linee 
di livello.

i. R icordiam o che in ternam ente  all’insieme di definizione le soluzioni 
dell’equazione del calore posseggono derivate di tu tti  gli ordini e che:

2 m + nY dm + *nY
J F T F  ~  dxm + 2_;r ’

per cui tu tte  le derivate si esprim ono m ediante quelle rispetto  alla x. 
Per brev ità  poniam o

(2) F<*> 3«F 
dx* 1

ed usiam o in questo lavoro la parola omogeneo per un polinomio di due varia
bili di grado n che soddisfi la:

(3) P (Xx , X2 f) =  X” P {x , t) ■

Si vede im m ediatam ente (posto X =  —  1) che i polinomi di grado pari sono 
pari in x, quelli di grado dispari, d ispari in x.

Siano ora H n i noti polinomi di H ermi te definiti m ediante la

(4)

Posto:

H„ (x ) =  ( 1)* ex* e—** .

(5) (x - 1) =  ( ( / -  0 ” •

(*) Lavoro eseguito presso l’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo nel- 
l’ambito dell’attività del Gruppo di ricerca n. 40 del Comitato per la Matematica del 
C.N.R. per l’anno accademico 1960-61.

(**) Nella seduta del 14 aprile 1962.
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Le funzioni sono polinomi omogenei di grado n con term ine princi
pale x n.

D im ostriam o an z itu tto  che le $>n soddisfano la (1). È  noto che la 

— e 47 soddisfa la (1), e quindi anche la:

o tten u ta  dalla (4). D ’altronde da una soluzione dell’equazione del calore se 
ne o ttiene u n ’a ltra  m edian te la trasform azione

T ( * ’ =  0  (~~T  ’ ~ T ) ’

A pplicando all’espressione precedente questa trasform azione si ottiene 
a meno di un fa tto re  la <$>n (x , t).

Dalle note relazioni:

H n + 1  —  2 xHn +  2 n t ì n _ _ 1 =  o , H '= :  2 % H ^ _ i ,

si ottengono per le le relazioni:

(6) (x , t) =  x<5>n (x , t) +  2 nt 0>n _  x (x , t) ,

(7)

d<&n (x , t)
dx

d®n (x , t)

% — j  ^x ,

=  n ( n — i)<bn_ a(x yt) .

L ’ultim a deriva dalla precedente e dalla (1).
Form iam o ora l ’espressione:

k — O K '

D erivandola, applicando la (7), e tenendo conto della (1) si ha: 

(4 , 0 : =  _  (;/ 1i)r F<«+» a  , 6)

-  (> V ,  FW (5 , 9) 0 , - , ( * - 5 i / - I 1) .

D ’altronde essendo 

si ha:

® ( * 0 > 4 )

<D (# , f) =  o ,

(*>/)
y  ( ? , ^ d ? + < i > 6 ( ? ,o ) d 0 ] .

(x0,/0)
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Si scelga ora come cam m ino d ’integrazione l’arco di parabola:

(9) £, =  x  —  \ ( x  — x0) 0 == / — X2 (t — tQ) o <  X <  1 .

Si perviene allora tenendo conto dell’om ogeneità delle e della (6) 
all’espressione

( 10) ® (* o > 0  =
X

■) f ° "  (* — , t —  Q  j FW L  —  X (* — ;c0) , * — X2 (7 —  ta)] X"—1 dx
o

I

+  - f— r j f  -  ■ (*■ —  , * ■— O  f  F(n+I) \* —  ■k(x— x 0) ! t — r ( t ~  q ]  x» d x .
o

Si è quindi p rovato  il seguente
TEOREMA I. — Sia  F  una soluzione della equazione del calore (1) in un 

insieme aperto A, siano (xQ , tQ) , (x , t) due punti di A  tali che Varco di para
bola (9) appartenga ad  A; vale la form ula:

(! I) F  (* . 0  =  2  T f  ^ ( * 0  > O  ®Ì (* ~  , t — Q
k = o

+  (x0 , t 0 ; x  ,t)® „ (x  —  x0 , t  —  t0)

(n -f  1) (n -_1) 1 F  (*o > > X , f )  (t 0̂) — 1 (r  xo >  ̂ " O  >

avendo posto
1

(12) F^)(>0 , t0 ; x  , t) =  n f F<*> |> —  X ( * — #0) \ t  —  X2 (tf—  tQ)] X ^ -1 dX .

2. Consideriam o sem pre una soluzione F  dell’equazione del calore nel- 
l’insiemé aperto  A  e passiam o ora allo studio delle linee di livello, che pas
sano per un  pun to  (xQ , tQ) in terno ad A. Esse sono definite dall’equazione 
in x  , t:

(*3) F  (x , t) =  F  (x0 , t0)

Senza dim inuire la generalità  si può porre x 0 =  o , tQ =  o F  (A0 , /G) =  o.
Indicherem o inoltre con F ^  il valore F (̂  (0 ,0 ). Consideriam o solam ente 

il caso in cui nel pun to  (o , 0) almeno una deriva ta  della F  sia diversa da o 
(altrim enti, per l’analitic ità  di F  rispetto  ad x, l ’asse t =  o d iventa linea di 
livello). Sia F ^  la prim a deriva ta  diversa da zero.

Sia cioè

Fo^ =  o per k  <  n , F ^  =\~ o .( H )

Essendo

F (K) (xa , t0 ;x 0 , Q  =  F w (xQ , tQ)
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ed essendo inoltre F (w) una funzione continua essa risu lterà  diversa da zero 
in un in to rno  del pun to  (0 ,0 ) .

Posto

(15)
/ 2 n F(̂ +l) (o , o ; x ,t)

la risu lta  una funzione continua con tu tte  le derivate in un intorno del
l ’origine e soddisfa inoltre la:

(16) Yn (O , O)
2 n 

n -f i
p(»+i)o

p ( » )o

Per la (11), l’equazione delle linee di livello in un certo in torno  dell’ori
gine assum e quindi la forma:

( l 7) O» (x , t) +  Yn ( X  , t ) tO n_ I (x ,t)  =  O .

Bisogna ora distinguere il caso di n pari da quello di n dispari 

I  caso: n — 2 m (m =  1 , 2 , - • • )

In  questo caso la <S>n ha la forma:
m

(18) ®2m =  JX (x2 +  aJ t) , con o <  a,* <  a,*+I i  =  1 , - ,m  — 1

essendo le ±  —  i 2 m  zeri del polinomio H 2 m . Scegliamo ora 2 m  num eri 

oc'- e oc'*' che soddisfano le

o ’<  oc,- << oc,* <  a'-' per i =  1 , • • •, m  ,

oc'*' <  a'-+I per 2 =  1 , • • •, m  — 1 .

« Indichiam o con D, l’insieme dei pun ti racchiusi tra  le due parabole 
x 2 a! 2 1 =  o e # 2 4- oc'-'2 1 =  o , cioè l’insieme dei p un ti (x , t) che soddi
sfano le:

(*9) —  ai-21 -f- <  * 2 <  —  ai'21 , ( « = ! , • • • ,  m)
m

e con C l ’insieme chiuso, com plem ento a u  D,- .
«==!■

Osserviam o che dato  un polinomio omogeneo ty (x .,t)-d i  grado 2 m  il

/rapporto
W;
4» {x ,t)

t(x , t) è lim itato  in C. In fa tti questo rapporto  dipende solam ente

da X - e quindi assume in C gli stessi valori che nell’intersezione di C
■ V \ t \

con l’insieme dei p un ti che soddisfano la +  11 1 =  1 . Q uest’ultim o è un 
insifeme chiuso lim itato  sul quale il rapporto  ^ /0 2W è una funzione con
tinua in v irtù  delle (18) e (19) e quindi lim itata .

Ricordiam o ora che la. <S>2mL j  è un polinomio dispari in x  e quindi 
della forma:

^ 2  «  — - i  > £)- (m —  1 )  (%  j £ )  )
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con 92(m — i) (x , t) polinomio omogeneo di grado 2 (m —  1). In  C la (17) si 
può quindi scrivere nella forma:

(20) $3 m (X , t) | I +  Ys ». (X. , t) X

L a frazione che com pare nella (20) è della form a sopra m enzionata, quindi 
lim ita ta  in C. Scegliendo x. sufficientem ente piccolo tu t ta  la parentesi risu l
terà quindi positiva. Si ha come risultato : nella intersezione di C con un 
intorno sufficientem ente piccolo dell’origine il prim o m em bro della (17) as
sume lo stesso segno della (x , t).

Ciò im plica an z itu tto  che per t >> o la (17) non possiede soluzioni in 
un intorno dell’origine e che le eventuali linee di livello passano quindi 
tu tte  sotto  l’asse x. Ino ltre  siccome sulle due parabole che delim itano D* 
la 0 2m è di segno contrario, per ogni /  negativo ed in valore assoluto sufficien
tem ente piccolo esiste in corrispondenza almeno una x  =  f i  (f) soluzione della 
(17), e tale che a*-f— t <  f i  (f) <i &ì Ì~— t  ed esiste una x  = f^ -i (t) che soddi
sfa la —  oc'-' —  t< C f—i (/) <  — oq (/— t. Quindi per ogni t  negativo ed in valore 
assoluto sufficientem ente piccolo la (17) ha almeno 2 m  soluzioni. D ’altronde 
in un in torno dell’origine sufficientemente piccolo è F<2 (oc , t) =|= o , ed in 
esso per ogno t  la (17) non può avere più di 2 m  soluzioni, a ltrim enti per 
il teorem a della m edia vi sarebbe un punto  (% , t) tale che F<2 (£ ,/)= =  o .
Scrivendo la (20) nella forma

X2 +  Cf*t =  — m (x , t) x t  ,

n  (x’ + Kt)r = i 
r y  I

si vede inoltre in v irtù  della lim itazione per 1 e / ±z- (f) che si ha

(21) / ±  ; (t) =  ±  a,- (/— t +  O (|/— P) .

Si iperviene quindi al seguente
TEOREMA II. — Se una soluzione delV equazione del calore in un punto 

(x0 y 4), interno al campo di definizione ha le derivate parziali rispetto ad x  
nulle fino a quella d i ordine 2 m esclusa, allora per il punto (xQ , t f i  passano m 
linee di livello; esse sono tangenti alla retta t =  tQ e giacciono nel semipiano 
t <L tQ ; ogni , curva di livello è composta di 2 rami che a meno di grandezze 
delV ordine (f tQ —  t ) 3 si comportano come i  rami delle parabole

X — *0 =  ±  oc,- ]/t0 — t ,

essendo ±  -, i =  1 • - , m  , le radici della equazione \ ì 2tn (x) — o . I l  com

portamento locale dipende quindi in prim a approssimazione solamente da m  
e non da altri particolari relativi alla F.

I I  caso: n =  2 m  +  1 (m =  o , I, - ■ •)•
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In  questo caso, per il teorem a precedente, l ’equazione (13) può in un 
intorno sufficientem ente piccolo dell’origine, possedere al massimo una solu
zione per ogni t positivo e 2 w  +  1 soluzioni per ogni t  negativo. A ltrim enti 
per il teorem a di Rolle in un intorno sufficientem ente piccolo dell’origine 
la F (I) (x.yt) — o avrebbe almeno una soluzione per ogni t positivo ed 
almeno 2 m  +  1 soluzioni per ogni t negativo, ciò che è impossibile dato  
che F (l) (x , t) soddisfa le ipotesi del teorem a precedente.

Poniam o, come sopra

(2 2 ^ )  ^ 2  (%  : ^ ^ 2  m y f )  y

essendo (p2m (x , t) un polinomio omogeneo di grado 2 m.
Si ha in v irtù  della (7)

■= (2 m -f 1) <&2m(o ,f) ,

per cui si ha

( 2 3 )  ^ 2  m (%  y t )  2  m  - |-  I ^  ^  (m — I ) ( A  J 0  ’

con (m_  j) (oc y£) polinomio omogeneo di grado 2 ( m — 1). Il polinomio <p2m 
si può inoltre scrivere nella forma:

m

(24) m (x , t) =  L [  (x 2 +  a* /) con o <  a, <  a.i + 1  ,
i  — 1

essendo ora ±  —  i 2 m  zeri diversi da zero del polinomio H 2W+I .

Infine indichiam o con (3 e e (x , t) le espressioni
p ( 2 m -j-2 )

(2 5) 1 T2W+i (°> °) =  m +  I F(2»+.)
O

(26) £ o . t) = 2 A r  ^ 2w+i ^  (°  > °)] •

Si ha ovviam ente z ( x  yt) =  o ( \x  \ +  | / | ) .
L a (17) può ora scriversi nella forma

( 2 7 )  [A  ~f" “F  ( A  > 0 ]  ^ 2  m ( A  > 0  “P  f  2 -j-1 ( A  y £ ) t ^ 2 ( m  — i) ( A  A )  •

Fissiamo ora dei num eri a'- e oc'- come nel caso precedente e definiamo 
analogam ente D*- e C. Fissiamo inoltre due num eri |3' <C p <  (3" e ind i
chiamo con D0 la regione tra  le due re tte  x  +  ft t =  o e x- fi- ft" t  — o che 
contiene la re tta  x  +  (3/  =  o , cioè l’insieme dei pun ti (x , /) che soddisfano 
la relazione

(28) - p' < - < - p"-

Si osservi che, in un certo in torno  dell’origine, D0 non ha pun ti comuni 
con le Di. Sia CQ l ’insieme chiuso com plem entare a D0 ed E l ’intersezione 
di C con C0 .

^?2 m (A  y t ) dx <D2 m-\- I (x ,t)
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Scriviam o ora ia (27) nella form a

(29) ( x +  $t )y 3 „ ( x , t ) I -f- s ( x , i)
X  -j- (3/ +  Y*m+r(x , t )x

X  +  p /

Ì<p2 (m —i)(x, t)
=  o

Come nel caso precedente si d im ostra che ---!2 (m— -  è lim ita ta  in C e — - —
9  2 m X  $ 1

come — ■ sono lim itate  in CQ . Si può quindi tro v are  un in torno I del-

ro rig ine tale che la parentesi nella (29) sia positiva nella intersezione di I 
con E e che inoltre l’intersezione di I con D0 non abbia pu n ti comuni con 
le D* . N ell’intersezione di E con I il pimo m em bro della (27) assume lo 
stesso segno del p rodo tto  (x fi- $t) (?2m (x , t). Q uest’ultim o assume segno 
a lternato  sui bordi delle regioni D ,• (i =  0 , 1  L a (27) possiede
quindi an z itu tto  per ogni t negativo e sufficientem ente piccolo 2 m  soluzioni 
analoghe a quelle considerate nel caso precedente. Essa possiede inoltre una 
soluzione x  = f Q (t) in D0 per t sufficientem ente piccolo. Q ueste soluzioni 
sono uniche in v irtù  di ciò che si è de tto  all’inizio.

Come nel caso precedente si d im ostra che la f ± i ( t )  soddisfano le (21) 
m entre per la f Q (t) si ha una analoga relazione:

(30) / o (0  = —

Si perviene così al seguente
T eo rem a  II I . -  Se una soluzione delVequazione del calore in un punto 

(xQ , 4) interno al campo di definizione ha le derivate parziali rispetto ad x  
nulle fino a quella, esclusa, di ordine z m  fi- \ allora per il punto (xQ , tQ) 
passano m fi- 1 linee di livello; m d i queste sono tangenti alVasse t — tQ ed hanno

le proprietà enunciate nel teorema I I  essendo in questo caso le ~  le radici

positive dell'equazione H 2 m+I(x) =  o ; Vulteriore linea di livello attraversa la 
retta t =  t0 e nel!intorno di (xQ , tQ) si comporta, a meno di grandezze dell'or
dine di (t — tfifi, come la retta:

p(2 m + 2)

X X° m f i - i  p(2^+I) ^  ^o

In questo caso questa linea anche in prim a approssim azione dipende 
da F, mentre; il com portam ento locale delle rim anenti in prim a approssi
m azione è indipendente da F.

S i,può  ancora aggiungere che dalle dim ostrazioni risu lta  che le linee di 
livello (che non sono della form a t  =  tQ) sem pre separano regioni in cui la 
F (x , y) —  F (xQ , y 0) cam bia di segno.


