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Analisi matematica. — S u r let solution fondamentale de Vequation 
linéctire normale du type parctbolique dont le dernier coefficient est non 
borné. Nota I I  di M i r o s e a w  K r z y z a n s k i ,  p re sen ta ta0  dal Socio 
M. PlCONE.

7. Nous supposons m ain ten an t que les coefficients ( t , X) et bj ( t , X) 
de Péquation (1) satisfont aux  hypothèses exposées au n -ro  1 et que le coef
ficient c ( t , X) satisfait aux hypothèses (H) et en particulier à l’inégalité (2). 
Posons, pour ( / , X ) e S ,

( n =

(n — 1 , 2 , • • • ),

et p a r suite les fonctions cn ( t , X) satisfont aux hypothèses (H) (voir n -ro  1), 
le coefficient A2 de | X |2 é tan t indépendant de n. Il en résulte l ’existence 
des solutions fondam entales U n ( t , X  ; s , Y) des équations

(io) F0 (u) +  cn ( t , X ) u  =  o (n =  1 , 2 , • • •)

qui sont déterm inées dans un dom aine com m un $, indépendant de n (voir 
n -ro  2 et [5]). D ’après les théorèm es 6 et 7 du travail [5] on a XJn (t , X  ; s , Y) >  o 
(n =  1 , 2 , • • •) et la suite {U^ (t } X  ; s , Y ) }  est m onotone non croissante 
dans S. Elle converge done dans S vers une fonction ^  ( t , X ; s , Y) non 
négative. Nous allons dém ontrer le théorèm e suivant:

THEOREM E 4. -  La fonction ( t , X ;  ̂ , Y) constitue la solution fonda- 
mentale de V equation (1).

Demonstration. — Nous commengons par dém ontrer que la fonction 
^  ( t , X ; , Y) satisfait à la condition i° in tervenan t dans la définition
de la solution fondam entale (n—ro 2). Soit K une sphère | X | <C R de &m, 

Pintérieur de cette sphère, F  (K) sa surface. Considérons le dom aine 
A .=  K ^ 'X  (4 » T) soit G0( t , X ; s , Y )  la fonction de Green relative à 
l ’équation F0(u) — o et au dom aine A. Soit u ( t , X) une solution de l ’équa- 
tion (io) régulière dans la ferm eture A du domaine A et t un nom bre de 
l ’intervalle (tQ , T). On a, pour X e t << t T, la formule suivante

u ( t , X) =  I^G0 ( t , X ; t , E) u ( t ,  S) dS
j

K (*)

(9) Cn ( t  , X) =
c ( t , X) lorsque c ( t , X) >  — n

—  n  lorsque c ( t , X) <  —- n

Il est évident q u ’on a

( t , X)  <  A 21 X |2 +  | B | +  n

(*) Nella seduta del io  marzo 1962.
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, f A f  , ~  ?Go(/ ,X ; t , 3 ) ,+  dT « (  T , a ) ---- ^ -------- J-d<yz
7 F(K)

t

+ f  / G 0 ( t , X ; t  , S) c„ ( t  , S) u ( t  , S) d E ,
7 K

dG0/dv é tan t la dérivée transversale (voir J. H adam ard [2], p. 87) de G0 en 
tan t que fonction du point ( t  , E) (6); inversement, une fonction u ( t , X) con
tinue dans le dom aine K x [ ì , T )  et définie par cette formule à P intérieur de 
ce domaine, y satisfait à Péquation (io). Désignons par & (u (t  , E) , cn ( t  , E)) 
le second m em bre de cette formule. En particulier, en posant u ( t , X) =  
U n (t y X ; s , Y), où /0 < ^ . r < ^ I < ^ / < ^ T , X  e K (z), Y e nous obtenons 
Pégalité

Un ( t , X ;  ̂ , Y) =  $ (Un ( t  , E ; s , Y) , cn ( t  , E)).

Or il résulte de (9) q u ’il existe un nom bre N tel que cn ( t , X) == c ( t , X) pour 
( t , X) e A , n >  N, on a done

U n ( t , X ; s , Y) =  of (U* ( t  , E ; s , Y) , c ( t  , E)) pour n >  N. .

L ’application du théorèm e de Lebesgue (voir [6], p. 29 et [7], p. 49) perm et
d ’en déduire la formule

( I I )  W ( / ,  X ; J , Y) , =  3  ( ^  (T , E ; J , Y ) , r(T  , E))

pour t < ; £ < ; T  , X € É ta n t donné un point ( t , X  ; s , Y) de § on peut
choisir les nom bres R et t de sorte que X € K (/) et s << t <  t  T. Il résulte
done de la formule (11) que la fonction % ( t , X ; s., Y) jou it de la propriété 
i° in tervenan t dans la definition de la solution fondam entale.

Il reste de dém ontrer que la fonction ( t , X ; , Y) jouit de la p ro
priété 2°. Soit 9 (Y) une fonction continue et non négative dans s’an- 
nu lan t en dehors d ’une sphère Kq,. Choisissons le nom bre R de faeton que 
Kq, e On a, pour X g e t  pour tou t n entier positif, Pégalité

lim
t  —>  s 

X ->  X

U„ (7, X ; . f , Y) <p (Y.) dY =  9 (X) ;

comme

( l i )  o < ^ ( / ,  X ; j ,  Y) < U n(t,  X ; Y) (n =  i , 2 ,• • •)

dans S, on a

(13) o <  lim
s

X-^X
W ( t , X ; s ,  Y) <p (Y) dY <C <p (X)

&m

pour X e S * .

(6) On déduit cette formule de la formule (2.2) de [3].
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D ’au tre  part, soit G„ (£, X ; j  , Y) la fonction de Green relative à Péqua- 
tion (io) et au dom aine A. Il résulte du théorèm e 2 q u ’on a Gn ( t , X ;  ̂ , Y) =  
G ( t , X ; , Y) pour n assez élevé, G ( t , X ; s , Y) é tan t la fonction de Green
relative à Péquation (1) et au dom aine A. On a done, d ’après le théorèm e 3, 
G (V, X ; j  , Y) <  U* ( t , X  ; s , Y) pour n assez élevé, en suite de quoi

G ( t , X ; j  , Y) <  W, ( t , X ; j  , Y) pour X e K ,  Y e K , / 0 0  < t <  T  . 

Il en résulte Pinégalité

(14) lim X ] s ,  Y) cp( Y) dY >  lim [ g (1, X  ; s,  Y)<p (Y )dY  =<p(X)
X - > X  g m  X - > X K

pour X € K (z).

On déduit des inégalités (13) et (14) Tégalité

(15) lim f  , X  ; s , Y) 9 (Y) dY — 9 (X) pour X c K?> , tQ <  j  <  T.

Si XcjsKq,, le prem ier m em bre de (15) est égal à zèro en vertu  de (13). 
L ’égalité (15) subsiste done pour X e T .

Nous avons supposé que la fonction 9 (Y) est non négative. Pour 
ètab lir Pégalité (15) dans le cas général, on représente 9 (Y) sous la forme 
9 (Y) =  9j (Y) —  9 2 (Y), les fonctions 9,- (Y) (i — 1 , 2) é tan t continues et non 
négatives.

8. La solution fondam entale YU ( t , X ; , Y) jouit des propriétés analo
gues à celles de la solution fondam entale détèrm inée dans [5]. En particu lier 
elle est non négative et il est aisé de voir que les théorèmes 3 et 7 de [5] s ’éten- 
dent à la solution fondam entale ^  ( / ,  X ; j  , Y). On a aussi une inégalité 
de la forme

(16) ^ ( * ,  X ; j ,  Y) <  K W ( h t ,  X  ; h s 9 Y /|/K A , K x) ,

où W  ( / ,  X ; j  , Y /a , p) est la solution fondam entale de Péquation
m

(17) 2  w;.,.— w; + (<x21 x i2 + p) w = o,
i— 1

s’exprim ant par la formule (9) exposée dans [5], K , K r et h sont des constantes 
positives, (provenant des évaluations de E idelm an relatives aux systèmes 
paraboliques aux coefficients bornés, voir [1]). Pour obtenir P inégalité (,16), 
il suffit d ’observer que, n é tan t fixé, l’inégalité (26) de [5] s’applique à la 
solution fondam entale U n ( t , X ; s , Y) de Péquation (io) et de tenir com pte 
de P inégalité (12) du présent travail.

9. Nous allons dém ontrer un théorèm e d ’unicité de la solution fonda- 
m entale et des théorèm es analogues aux  théorèmes 6 et 7 du travail [5] sous 
les hypothèses beaucoup moins restric tives sur les coefficients de Péquation (1).
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Dans la suite de la N ote présente nous supposerons, de m èm e que 
dans la N ote [4], que ces coefficients sont définis dans la couche 0, les 
coefficients aij ( t , X) y é tan t bornés et la forme 21 [A] (voir n -ro  1) é tan t 
définie positive. Nous supposons l ’existence des constantes non négatives 
A x et B j , telles q u ’on ait

I bj ( t , X) I <  A, I X I +  Bx pour ( t , X) e  0 .

Q uant au coefficient c ( t , X), nous supposons q u ’il satisfait à l ’inégalité (2).
Nous commengons par étendre le lemme 2 (n-ro  4) au cas du dom aine 

non borné.
Lemme 3. -  Soit V  ( t , X ; s , Y) une fonction dèterminèe dans Vensemble 

0  (voir n-ro 3), le domaine D étant non borné dans'les directions des axes X i. 
On suppose que la fonction V  ( t , X  , s , Y) est continue dans V ensemble 3), admet 
les dérivées Y 'x. , V*. x . (i , j  =  1 , • • •, m) et N ’t continues à V interieur de cet 
ensemble et satisfait aux conditions suivantes:

i) on a F  (V) <  o (F  (V) >  0) à Vintérieur de ®, Voperation F  étant 
appliquée à V  en tant qu'à fonction de ( t , X);

ii) on a V  ( t ,  X ;. j  ,  Y) >  o (resp. V  ( t ,  X ; . j ,  Y) <  o) pour ( t ,  X) e or, 
( j ,  Y ) c D ;

iii) 9 (Y) étant une fonction continue et non nègative pour Y e S, s'annu- 
lant en dehors d'une sphere située dans S, Vintégrale

I ( * , X ; j )  =  j v ( t ,  X ; s ,  Y) <p (Y) dY

appartieni à la classe E 2 (7), ^  fonction de ( t , X) g D , 4  <; ^
<( t <( T  o <  t —  s Tj. (s étant fixé ), il existe la limite

lim  I ( t , X ; s) — ^ (X) 
x -^ x

pour X G S , 4  <  ^ <  T  , (X) étant une fonction non nègative (resp. non
positive) dans S.

Qeci étant supposè, on a V  ( t , X  ; s , Y) >  o ( m / .  V (/ , X ;  ̂ , Y) <; o) 
dans ®. .

Atf lemme reste valable lorsque D devient la couche 0, d est à dire devient 
Vensemble S (cr ensemble vide).

Démonstration. -  Nous introduisons une fonction z ( t , X) analogue à celle 
qui in terv ien t dans la dém onstration du lemme 2 (n-ro  4). C ette fonction 
app artien t à la classe E 2 dans S x  [ / ,T )  (o < <  T), satisfait à l’inégalité

(7) Nous appelons classe Er (r >  o) une classe de fonctions u ( t , X) définies dans un 
domaiiie non borné dans les directions de axes X{ , satisfaisant a l ’inégalité

I u ( t , X) I <  M exp (K I X  \r) ,

M et K étant deux constantes positives qui dépendent en général de la fonction u ( t , x) elle- 
mème (voir [5]).
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F (z) < o à  T intérieur de cet ensemble et on a z ( t , X) >  o pour ( t , X) e g, 
s <C t <f T  et z (s , X) >  o pour X € S. Il résulte du théorèm e i de [4] q u ’on a 
z ( t , X) >  o dans S X(s,  T). La dém onstration s’achève de m èm e que celle 
du lemme 2.

io. É ta n t supposé que les coefficients de l ’équation (1) satisfont aux 
hypothèses exposées au n -ro  9, nous allons dém ontrer un théorèm e d ’unici té 
de la solution fondam entale et certains théorèmes concernant les propriétés 
de cette fonction. De m èm e que dans la partie  précédente du présent travail, 
nous en tendons par solution fondam entale de Péquation (1) une fonction 
U  ( t , X ;  ̂ ,Y) satisfaisan t dans Pensemble § aux conditions i° e t 20 exposées 
au n -ro  2. Nous allons dém ontrer un théorèm e su ivant d ’unicité de la solu
tion fondam entale.

THÉORÈME 5. -  / /  rì existe qu'une solution fondamentale, au plus, de V equa
tion (1) satisfaisant à la condition suivante:

(C) <p (Y) étant une fonction continue dans S, s'annulant en dehors d 'une 
sphere, V intégrale

3 0 , X ; S) =  J  U  (/ , X ;■■ J , Y) 9 (Y) dY
c>m&

(X -e , tQ <  s <  t  < T  , o < ; t  —  s Tj) appartieni à la classe E 2 pour 
\ t  , X) 6 0 .

Démonstration. -  Soient U (l) ( t , X ;  ̂ , Y) et U (2) (/ , X ;  ̂ , Y) deux 
solutions fondam entales de réq u a tio n  (1) satisfaisant à la condition (C). 
E n app liquan t le lemme 3 (n -ro  9) à la différence U (I) (t , X  ; s , Y) 
— U (2) ( t , X  ; s , Y), on dém ontre que U (l) ( t , X  ; s , Y) == U (2) ( t , X ; s ,  Y).

THÉORÈME 6. -  La solution fondamentale de l'équation (1) satisfaisant à la 
condition (C), (supposée existante) est non nègative dans (S).

Polir la dém onstration  on appliqué le lemme 3 à la solution fondam entale 
elle-m èm e.

Théorème 7. -  Soient U (I> ( t , X ; s , Y) et U (2) ( t , X  ; s , Y) les solutions 
fondamentales (supposées existantes) des équations

(18) F0 (u) +  cW ( t , X) u =  o ( 7 = 1 , 2 ) ,

où les, coefficients c ^  ( t , X) (i =  1,  2) satisfont à la condition (2) et à Vinégalité 
d 1) ( t , X) ^  c(2) ( t , X) dans la conche S i les fonctions U (?) ( t , X ; y , Y) (i =  1,2)
satisfont dans V ensemble S à la condition (C), on a dans 8 V inègalité

U<x> (/ , X ; j  , Y) <  U(2> (/ , X ; j  , Y).

Démonstration. — Posons V  ( t , X ; s , Y )= U (2) ( t , X ; s , Y) — U (l) (t, X  ; s , Y). 
On a pour ( t , X ; , Y) €-8 (s et Y é tan t fixés)

F x (V) =  F0 (V) +  ( t , X) V  =  [^> ( t, X) —  ;<2> ( t , X)] U<2>,
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c’é it  à dire F x (V) <  o. Comme la fonction V '(* , X  ; J , Y) satisfai! à la con
dition (C), il résulte du lemme 3 q u ’on a V  ( t , X ; , Y) >  o dans S. Le
théorèm e est ainsi dém ontré.
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