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A ldo G hizzetti, Sulle formule di quadratura relative ad intervalli illimitati 4^7

N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Sulle formule di quadratura relative ad 
intervalli illimitati. N ota II  di A ld o  G h iz z e tti ,  p re s e n ta ta ^  dal 
Socio M. P ico n e .

4. O s s e r v a z io n i  s u l l e  ip o t e s i  f a t t e .  -  Se si esaminano gli enun­
ciati dei teorem i I e II del num ero precedente, è ben evidente che le ipotesi 
ug e I , y i g  e I , (i — 1 , 2 , • • - , n) sono indispensabili. E però facile vedere 
che esse non sono in generale sufficienti ad assicurare che esista finito il lim ite 
per -> +  00 della funzione 9 (x) definita da (2,3). V alga in proposito il 
seguente esempio:

(4»i) « =  1 , E  =  , E* =  —  —  [e quindi y, =  =  i , cp =  uv],

n18 (x —  n f  f i  - f  —  x ) 2 (per n <  x  <  n n~~A ; n =  1., 2 , • • • ), 
o (altrove)

Le u ,g  verificano in (1 , +  00) le ipotesi dette  nel teorem a I del n. p re­

cedente; si ha pure y z g  — —  e  I ed anche ug e l perchéx*
+ 0 0

o <  u g d x ■J
+00

u dx <f / u d x

n-fn  4

2  nlS / (x — rìf  (n +  —  x f  dx  =  —  2  •
n — i j  ó  n =  i

n

D ’altra  parte  l’integrale generale della E*(4) =  è v =  ^  c, cosicché 

risulta

\ n18 (x ■—• n f  (n 4- — x)2( S  4 - c] (per n x  n fr n~~*)
9 (x) =  uv =  J v y v 1 y \ * / v

( o (altrove)

ed in particolare

'{n + — n~A  =±= —  2 / ió . I _ ci -l-----n -
2

+  cn2

Le due ultim e formule m ostrano che, qualunque sia cy la 9 (x) non ha 
lim ite determ inato  per x  +  00.

(*) Nella seduta del io marzo 1962.
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A bbiam o perciò ad o tta to  le tre ipotesi ug  e  I , y i g  e  I , Zi E  (u) e  I , 
(i =  1 , 2 , • • - , n) che sem brano essenziali per o ttenere il teorem a I del n. 2. 
Vi è ancora da osservare che la ug e  I è in generale indipendente dalle altre 
due, come prova il seguente esempio. Ferm e restando le (4,1), si assuma:

(2 n —  i)—1/4 (x — 2 n +  1) (2 n —  x) (per 2 n —-1 < ix  < 2  n)y
o (per 2 n <1 x  <L 2 n 1),

g — (— i)w — I n ~ lJ4 (per n <! x  <  n -f- 1),

(n =  1 , 2 ,• • •)•

Sono verificate le solite ipotesi qualita tive e le condizioni y xg  =  g  e  I , 
zT E (u) — u e  I, giacché è subito visto che valgono le

+ 0 0

f g  (x) dx  =  X  (—
J  n — x

1y - 1 n - ' l  4

+00

D ’a ltra  parte  si ha

( (2  n —  
** =  ( o 

e quindi

1)“  1/2 (x —  2 n +  0  (2 n ■— oc)

+ 0 0J  ug dx = - X  (2 n — i)~'l*
n =  1

(per 2 n —  1 < x  < 2  n)y 
(per 2 n < x  <Z2 n 1).

-f- 00.

Vi è infine da osservare che le ipotesi y i g  e I , z% E (u) g I , (i =  1 , 2 , • • •, n) 
si possono anche porre sotto  u n ’a ltra  forma. In  v irtù  della (1,3) e delle 
E  (yi) =  o, E* (zi) =  o si può scrivere

■yi E* (») = - x  X  y f  (v) , K E (u) =  — X  ^  («)ax h=o ax h=o
e perciò, posto E* (y) =  le due predette ipotesi equivalgono alle seguenti: 
devono esistere finiti i seguenti lim iti

(4,2)

(4,3)

[qualunque sia l ’integrale
« ^ 2 / W ì dell, !•(,)_,].

lim 2
# —> + 0 0  h —o

5. F o r m u la  d i  q u a d r a t u r a  s u l l ’i n t e r v a l l o  (-— o o , +  oo). -  In questo 
num ero scrivendo a ( r )  e  I [oppure a (x) e  L], intenderem o esprimere che

+ OO

l’integrale J  <x. (x )dx  è convergente (oppure assolutam ente convergente).
— 00

O +OO
(1) Nel senso che lo sono separatamente i due integrali j • - , J • • •
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Con eonsiderazioni del tu tto  analoghe a quelle esposte nei n. 1 , 2 , 3 ,  
si arriva ai due teorem i seguenti:

I. -  Fissati g li operatori differenziali lineari E , E* di ordine n {adot­
tando le notazioni del n. x); i punti x 1 , , • • •, x m tali da aversi

----  %Q SL  X x X 2 <  • * • <  Xyn f i  X m -|_J   fi~ ì

gli integrali vx , v2 , • • •, vm_ z delVequazione differenziale E* (fi) =  g, con g  (oc) 
localmente sommabile, consideriamo in (—  00 , +  od), assieme alla g  {x), 
uri altra funzione u {x) dotata di derivata (n —  1)—esima assolutamente continua. 
Se queste due funzion i verificano le ipotesi

(5>2) ug e  I , y ig  e  I , Zi E (u) e  I

\oppure yi g  € L  , zi E  {u) e L]

(t 1 , 2 , • • •, n),

+00
V integrale ug dx risulta convergente \oppure assolutamente convergente] e sus-

— 00
siste per esso la seguente form ula di quadratura

+ 0 0

(S>3) / ug dx  — 2
J  h = o  

— 00

con

(5.4) > II !
3 

^

(5.5) 11 H

= 0

m
2  A *  (xi) +  R
i= I

I (fi Vi-r- lj\x = Xj y

xi+1

j  Vi E (u) d x ,
X i

ove vQ denota quelP integrale della E* (fi) =  g  che è individuato dalle condizioni 
iniziali nulle nel punto x  — —  00 , vale a dire che è espresso da

(5,6)

X
n

v0 (x) =  —  2  z< 0*0
i= I yi ($)g (? )d ?

— 00

e vm (x) quello che è individuato dalle condizioni iniziali nulle nel punto 
;r =  fi- 00 , cioè:

(5.7)

00

Vm (x) =  2  Zi (x) j y i  ( l )g  (£) d i .
X

La form ula di quadratura (5,3) ristdta esatta {cioè con R  =  o) quando u 
è un integrale delP equazione differenziale E (ufi — o.
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Se x I —  —■ 00 è inutile la considerazione delV integrale vQ ed il secondo 
membro di (5,3) va sostituito con

n — 1 n — 1 m

lim X  ^ h) E (vi) +  X  X  A « u(h) (xì) +  R .
x  —> — 00 h — o h =  o i —2

Se x m — +  00 è inutile la considerazione delV integrale vm ed il secondo 
membro di (5,3) va sostituito con

n —  1 m — 1̂ n —  i

2  2  A hiìTi){xi) —  lim 2  E *_ a_ ! +  R .
h—o 2 =  1 .r-^--|-oo h = o

II . -  Se le funzion i u (oc) ,g  (x) verificano le ipotesi dette nel teorema I  
e se sussiste una form ula di quadratura del tipo (5,3), sotto la condizione che 
E (u) =  o implichi R  =  o, allora risultano univocamente determinati m —  1 
integrali vx , v2 , • • •, vm^ x delV equazione differenziale E* (v) =  g  che, assieme ai 
due vQ , vm menzionati nel teorema I, permettono di esprimere i coefficienti Ahi 
ed il resto R  nel modo indicato dalle (5,4) e (5,5).
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