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F isica  m atem atica. — S u lla  va lid ità  del p r in c ip io  d i M ach  in  
rela tiv ità  generale. Nota di C a r lo  C a t ta n e o , presentata  (#) dal Socio 
A . S ig n o r in i .

Come H. T h irring  ha m ostrato  fin dal 1918 (cfr. [13], [14]), se uno 
spazio-tem po p ia tto  M 4 viene p ertu rb a to  da un tenue s tra to  sferico di m a
teria in rotazione uniform e rispetto  a un riferim ento galileiano Sg * all’interno 
dello stra to  si stabilisce un campo gravitazionale qualita tivam ente  simile 
al campo « apparen te  » che e presente classicam ente in un riferim ento ro tan te . 
Q u an tita tiv am en te  tale campo risu lta  dipendere, oltre che dalla velocità 
di rotazione dello stra to , anche dalla sua m assa e dal suo raggio. Il risul
tato , o tten u to  sulla base delle equazioni gravitazionali nella loro approssi
m azione lineare, è a buon d iritto  considerato m olto im portan te  da un punto  
di v ista speculativo, ravvisandosi in esso una prova della realizzazione, in 
re la tiv ità  generale, del principio di M ach, secondo il quale anche l’inerzia, 
come la gravitazione, è determ in a ta  dalle masse dell’universo.

P ienam ente concorde suH’im portanza e sul significato del teorem a di 
T hirring, vorrei m ostrare come ad analoga, m a ancor più n e tta  conclu
sione concettuale si possa giungere im postando la questione in pieno rigore 
e in senso più stre ttam en te  aderente alla teoria einsteiniana.

1. PREMESSE. -  R iferiam o localmente la varietà spazio-tem porale V 4, sulla 
cui s tru ttu ra  non poniam o per il m om ento alcuna lim itazione, a un arb itrario  
sistema (x* ) d i  coordinate fisicamente ammissibili, le ([xa) essendo coordinate 
spaziali e x 4 =  et coordinata tem porale. L a m etrica di V 4, ds2 ~  g ikdxi dxk,
abbia, segnatura +  +  H-----, ciò che assieme al predetto  ca ra tte re  delle x*
im plica gu  <  o ,g apdxa dx$ >  o (per dxa non tu tte  nulle). Al sistem a coordi
n a to  (x*) corrisponde un ben determ inato  riferimento fisico S, individuabile 
m ediante il campo dei vettori un itari y (x) tangenti alle linee ;r4 (e orien
ta ti nel futuro), di com ponenti ya =  o , y4 =  i/\/— gu  ; y* =  g ÌAjÌ— gu  . Le 
coordinate x*, a loro volta, diconsi adattate al riferim ento S. Esistono infi
n iti sistemi coordinati a d a tta ti a uno stesso riferim ento fisico S, legati dal 
gruppo delle trasform azioni interne

(1) x a’ =  x a\ x xy x 2, Xs) , X4' =  X4' ( x \  X2, X3, X4),

che non m utano  il riferim ento fisico.
Lo spazio vetto riale  T* tangen te a V 4 nel generico pun to  x  può decom 

porsi nella som m a d ire tta  di uno spazio unidim ensionale ©* parallelo a y  
e dello spazio supplem entare Z*, a tre dimensioni, ad esso ortogonale (tempo e

(*) Nella seduta del io  marzo 1962.
(1) Conveniamo che gli indici latini varino da 1 a 4, gli indici greci da 1 a 3.
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spazio localmente associati). U na  tecnica di proiezione natu ra le  di vetto ri e 
tensori su 0  e su 2, am piam ente sv iluppata in precedenti lavori (cfr. [i], 
[2], [3]) [4])> consente di definire grandezze fisiche ed operazioni differenziali 
relative al riferim ento fisico S, con ca ra tte re  invarian tivo  di fronte al gruppo (1). 
Con esse si è p o tu to  giungere a una sistem atica e co rre tta  form ulazione re la
tiva  delle leggi fisiche in re la tiv ità  generale. Senza en trare  in lunghi richiam i, 
ci lim iterem o qui a ricordare alcuni punti, essenziali per il seguito.

A) I ca ra tte ri in trinseci di un  riferim ento fisico si com pendiano nei tre  
tensori spaziali (cioè ap p a rten en ti a 2)

Ci =  Y  V, Yi - K.V =  Y4 Yij , =  y4 ( ?» —  —  h  —-)

(di— di 4* y2-y4 a4 , derivazione trasverso).

Ci non è che il v etto re  di cu rv a tu ra  delle linee x 4. Il tensore sim m etricoe»
K i j,  legato al m odo di variare del tensore m etrico spaziale (y,y ~  gij +  y,-yy) 
dà la velocità d i deformazione del fluido di riferim ento. Il tensore infine, 
antisim m etrico, è legato al m oto ro ta to rio  locale del fluido e ha il nom e di 
tensore vortice spaziale. L ’annullarsi di K ij caratterizza i riferim enti rigidi 
(secondo la definizione di Born); l’annullarsi di Q,y è proprio dei riferim enti 
irrotazionali ed im plica il cara ttere  normale della congruenza delle linee x 4.

B) Le proiezioni na tu ra li del tensore di cu rvatu ra  di V 4, di cui soltanto  
9 non nulle, si riducono sostanzialm ente alle tre seguenti (cfr. [9])

(2) <^0202 (Rijim) =  y .y71 ~ Y 4 <4 (K*»*y4--Q»iy) -f- —■ (K4 -\-£lmr) (K jr-\-Qjr)-\-

4 " 0 / Cw 4~ Vm Cy

(3)

(4)

$00222 (R ijlm) -Vi “  Vm (K/y +  O/y)---- — V/ (Kmj 4 “ Clmj) +  Cy Q>im

^ 2 2 2 2  ( R i j lm )  =  R i j lm  +  ( K / * + Q / * )  ( K my +  & m j ) --------j  ( K mi  +  C im i) *

* (K/y 4~ Q/y) 4~ ~  ^*y *

le altre  6 riconducendosi im m ediatam ente ad esse. In  tali proiezioni com 
paiono esplicitam ente i ca ra tte ri in trinseci del riferim ento, eventualm ente 
assoggettati all’operazione di derivazione covariante trasversa V* (cfr. [4], 
p. 371), o ltre al tensore di curvatura spaziale R ijim

Cs) Rz'y/m =  — p/y y im ^li Vm'j Y/? 4“ 3#** y/y]

—  [(m j, (/z , V) 4~ (7/ ,  h) (mi , /)]

nella cui definizione intervengono derivazioni trasverse e simboli di Chri- 
stoffel spaziali (cfr. [4], p. 371).
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Dalle formule precedenti si traggono anche le q u a ttro  proiezioni del 
tensore di Ricci (cfr. [9])

(6) (Rj m )  — Rjm  ~f~ — K* (Kmj  -f- & mj ) ----— Ki j  (Kyn -[- ~\   Q m i C l j---

: ~  Y 4  ^ 4  ( K w y  - J “  Cìmj) C y  Cm  V m Cj

( 7 ) . <^20 ( R jm )  —  Y m
1
2 v ,-  k ; : — — V i ( k /  +  f i / )  —  C i  f i /

( 8 ) $ 0 2  ( R y « )  =  $ 2 0  ( R » y )

( 9 ) c^©0 ( R y wj  —  y j  Y m — - t 4 a4 k ; - + 4 ( k ,v + q !>)  ( k , v + 4 v ) + g c ì + V i  d
2 4

ove com pare il tensore spaziale di Ricci Kjm , o ttenu to  da R ijim per con tra
zione del prim o col terzo indice.

C) Ad ogni riferim ento fisico S è associato un campo gravitazionale stan
dard rappresen ta to  da un vettore spaziale Gì decomponibile a sua volta in 
due vetto ri spaziali Gì e Gì' così definiti (cfr. [1], p. 336):

a) Campo gravitazionale d i riposo (0 d i trascinamentó)\

(10) Gì =  di U  -f- 94<jp?

con

U  =  —V  log i — , 9 i =
Y4

L a (io ) m ette  in evidenza la dipendenza di Gì da un potenziale scalare 
U  e da un  potenziale vetto re 9 /. L a dipendenza di Gì da U  avviene a t t r a 
verso l’operazione 9* (derivazione trasversa).

b) Campo d i Coriolis'.

(11) Gì' =■ c tlij vi

ih cui interviene il precisato tensore vortice spaziale e la velocità s tandard  
della particella di prova.

M olti sono i m otivi che giustificano Yassunzione del vettore G == G' +  G" 
a rapp resen tan te  del campo gravitazionale in un assegnato riferim ento, in 
partico lare alcune proprietà , tipicam ente new toniane, che richiam erem o 
tra  poco.

In teressan te per il seguito è rapplicazione, delle (io ) (11) ad un riferi
m ento ro tan te  di uno spazio-tem po di M inkowskj. In  una regione spa
ziotem porale p ia tta  si consideri un  riferim ento S ro ro tan te  con velocità ango
lare costante co rispetto  a un riferim ento galileiano Sg (cfr. Moller [12] p. 240); 
in coordinate « cilindriche » r  , & , z  (che rappresentano le coordinate cilin
driche iniziali in Sg di una generica particella di S^) il ds2 pseudoeuclideo di 
M 4 assume notoriam ente la forma

(12) ds2 =  dr2 +  r 2 d & 2 +  dz2 -|- 2 co r 2 d$d t  —  (c2 —  r 2 co2) dt2.



C a rlo  C a tta n eo , Sulla validità del principio di Mach, ecc. 349

Se ne deduce

K /y  =  O \ 0 I2 =

v

, D23 — Q3i — o .

In  So, è p e rtan to  presente, o ltre al campo di Coriolis, un  campo di riposo 
analogo al campo centrifugo classico (cui si riduce per piccoli valori di cùr/c):

u =  — ^  lo g |/ i -

( ! 3)

g :- =  &u  =

>2 r 2 6  -  -  2 “ r -
cz

’ c (  1/1  “ V2
c \ r  c*

,  G l  =  c  C l i j  v i  .

D 2o ---  Dq-r ---  O

2. Funzioni s ta z io n a r ie  arm oniche in un u n iv erso  s ta t ic o . -  
Particolarizziam o la s tru ttu ra  locale di V 4 supponendo che entro una certa 
regione 3) essa abbia ca ra tte re  statico, ciò che com porta, in coordinate ad a t
ta te  a tale carattere , g aA — o , 3Ag ij =  o , ri =  3*, K ìj — o , Ùìj — o . Le 
ultim e condizioni im plicano 1’esistenza di sezioni V 3 norm ali alle linee x 4, 
tra  loro isom etriche, a tte  a definire ciò che suol dirsi lo spazio fisico trid i
m ensionale. N a tu ra lm en te  nelham m essa ipotesi di s ta tic ità  anche le pro
iezioni dei tensori di cu rv a tu ra  presentano m olte semplificazioni, m entre 
R al3QT e R ap si riducono rispettivam en te  al tensore di R iem ann e al tensore 
di Ricci della varie tà  V 3.

Ciò premesso, sia f  una funzione stazionaria (cioè indipendente da x 4) 
definita in 3). Essa può essere pensa ta  sia come una funzione, di tre  variabili, 
definita sulla generica sezione spaziale V 3, sia come una  funzione, di q u a ttro  
variabili, definita in V 4. Com unque venga in terp re ta ta , essa am m ette  un 
gradiente, g rad  / ,  costituen te un campo di vettori spaziali. Tale cam po può, 
a sua volta, èssere pensato o come un campo di vettori di V 3 o come campo 
di vetto ri di V 4. N ella prim a accezione esso am m ette una divergenza trid i
m ensionale div grad  /  — Va 3p/ ,  Va indicando la derivazione covariante 
in V 3. C onsiderato invece come campo di vettori di V 4, g rad  /  am m ette  una 
divergenza quadridim ensionale, D iv g r a d /  == g ij‘V*'djf, definita m ediante la 
derivazione covariante in V 4. Le due divergenze definiscono rispettivam en te  
il laplaciano spaziale di / ,  A /, e il suo laplaciano spaziotem porale Af .  È  
facile sincerarsi che fra le due q u an tità  ora definite intercorre la relazione

(14) D iv g r a d /  =  div g r a d /  +  C* d if

sicché esse coincidono so ltan to  nel caso che il riferim ento fisico di s ta tic ità  
sia anche un  riferim ento geodetico (Ci == o).

Ciò prenjiesso direm o che la funzione stazionaria /  è arm onica in senso 
spazio temporale in se ivi risu lta  A f =  o ; per tale classe di funzioni (gene
ra lm ente ben d istin te  dalle funzioni arm oniche in senso spaziale (A f =  ó)y 
stabilirem o ora un  teorem a di un icità  che verrà u tilizzato  al successivo n. 3.
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Siano V 3 , V 3 due sezioni spaziali norm ali, di equazioni rispettive  x 4 =  c, 
x A — c (c << c\ costanti), w  un dominio regolare di V 3, cr la sua fron tiera  (bidi
mensionale); w r il dom inio di V 3 corrispondente a w  nella traslazione definita 
dalle linee ;r4 , a' la sua frontiera, corrispondente a cr nella stessa traslazione. 
Sia poi W  il dom inio a q u a ttro  dim ensioni generato da w  nella sua tras la 
zione da V 3 a V 3, e E la sua superficie laterale, generata, nella traslazione, 
da cr. L a fron tiera  di W  è costitu ita  evidentem ente da 2  , w  , w .

Si consideri ora l’id en tità  differenziale quadridim ensionale

(i S) D iv ( / g rad / )  =  / A /  +  g rad 2/

valida per ogni funzione regolare f  (x:x, x 2, x 3, xA). Per una funzione arm onica 
in senso spazio-tem porale essa si riduce alla form a

( i 6) D iv  ( / g r a d / )  — grad 2/ .

Se poi la /  è anche stazionaria, in teg ra ta  la (ió) nel dom inio W  e applicato 
al prim o in tegrale il teorem a di Green, tenendo anche conto che il flusso di 
g rad /  a ttraverso  w  e w r è nullo stan te  il cara tte re  spaziale di g ra d /,  si deduce

0 7 )

n essendo il versore della norm ale esterna a 2 . Ne segue che se /  è nulla su 
a, e quindi su 2 , essa è identicam ente nulla in W. Soddisfa a tale condizione 
la differenza tra  due funzioni stazionarie armoniche, in senso spazio -tem po
rale, in W  e assum enti i medesimi valori su cr; ne consegue il seguente

TEOREMA DI UNICITÀ: LI equazione differenziale Af  =  o non può am
mettere due soluzioni stazionarie f  (x1, x 2, x 3) assumenti gli stessi valori su cr. 
In  particolare se una funzione stazionaria armonica e costante su cr, essa è 
costante in w.

3- U n  c r it e r io  s u f f ic ie n te  per l ’e u c l id e ità  di una r e g io n e  v u o ta  
DELLO SPAZIO-TEMPO. -  In  una regione spazio-tem porale s ta tica  di V 4 il 
campq di Coriolis m anca del tu tto , m entre il campo di riposo si riduce al 
g rad ien te ordinario di un  potenziale, U = — c2 log ^— ^ 44, ind ipendente da x 4. 
M a vi è di più: come abbiam o dim ostrato  in un precedente lavoro (cfr. [7]), 
la U  soddisfa ad u n ’equazione simile all’equazione di Poisson che nelle regioni 
vuote si riduce alla form a AU .= o.

Ciò posto, supponiam o di sapere che U  (x1, x 2, x 3) assume un valore co
stan te  su una superficie chiusa or contenuta in una regione vuota semplice- 
m ente connessa dello spazio fisico V 3. D al teorem a di unicità  del n. 2 si 
deduce allora che essa è costante all’interno di cr, ciò che im plica in particolare 
Ci — —  — diU  =  o . Se si tien conto di tal circostanza, nonché delle condi-(T
zioni K,y =  o , City =  o nell’equazione di campo (Ry») =  o (avendo n a tu 
ralm ente presente la (6)) si o ttiene R ap =  o , cioè l’annullarsi del tensore di 
cu rv a tu ra  co n tra tto  di V 3. M a per una varie tà  riem anniana a tre  dimen-

j f  grad  f-n d U  =  j  grad2f d W
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sioni l’annullam ento  del tensore di Ricci im plica l’annullam ento del tensore 
di R iem ann, R apQT. Se ne deduce, tenendo ora presenti tu tte  le proiezioni (2) 
(3) (4), Tannullam ento del tensore di R iem ann di V 4. Si ha p ertan to  il teorem a 
seguente:

Se in una regione vuota semplicemente connessa d i uno spazio-tempo 
statico il  potenziale scalare assume uno stesso valore su una superficie chiusa 
g di V 3, racchiudente un volume w, V 4 è localmente minkowskiana in tutto il 
dominio spazio-temporale W  generato da w.

4. Campo g r a v ita z io n a le  a l l ’in te r n o  di uno s t r a to  s fe r ic o  
RIGIDO. -  Consideriam o uno spaziotem po stazionario e spazialm ente sfe
rico, generato  da un guscio sferico rigido di m ateria . L a varie tà  V 4 resta  
divisa in tre parti, una d ire ttam en te  generata  dal guscio e re tta  dalle equa
zioni « in te rn e»  di campo; una p arte  esterna, avente la s tru ttu ra  di uno 
spaziotem po esterno di Schwarzschild; e infine una parte  in terna, ancora 
re tta  dalle equazioni grav itazionali del vuoto. Sulle frontiere di separa
zione vigono le condizioni di raccordo di Lichnerowicz (cfr. [io]). P u r lasciando 
im precisata la n a tu ra  fisica dello s tra to  m ateriale e le sue dim ensioni, b asta  
l’am m essa condizione di s tazionarietà  (che del resto nelle regioni vuote 
potrebbe anche desum ersi da un teorem a di Birkoff) per assicurare che 
la regione in te rn a  allo s tra to  ha s tru ttu ra  m inkowskiana. Per riconoscerlo 
si osservi che m entre  da un  lato  la regione in questione è certam ente s ta tica  
(come ogni spazio-tem po stazionario spazialm ente sferico), il potenziale 
gravitazionale scalare U  è ivi stazionario e assume certam ente uno stesso 
valore sul bordo in terno  del guscio. Sussistendo nella cav ità in esame tu tte  
le condizioni di valid ità  del teorem a del n. 3, la regione di V4 generata  dalla 
cav ità  m edesim a è una porzione di spazio-tem po di M inkowkj.

Il risu lta to  estende alla re la tiv ità  il classico teorem a di assenza di campo 
new toniano all’in terno  di un guscio geom etricam ente e m ateria lm ente sfe
rico. M a ciò che a noi im porta so p ra ttu tto  è che in questa regione m inkow 
skiana, a differenza di ciò che accade in uno spazio-tem po di M inkowskj 
com pletam ente vuoto, i riferim enti galileiani sono fisicamente reperibili, 
dovendo essere in quiete, o in m oto traslatorio  uniform e, rispetto  alla 
m ateria  costituen te lo stra to . E se, ado ttando  un riferim ento ro tan te  si 
vedono nascere i cam pi gravitazionali (13), l’origine di tali campi deve 
essere ricerca ta  nello speciale m ovim ento di Sw rispetto  alla m ateria  p re
sente nell’universo. Se poi si osserva che nel riferim ento Sw, in cui il campo 
gravitazionale è rigorosam ente conosciuto (cfr. ancora la [13]) lo s tra to  di 
m ateria  appare m uoversi con velocità angolare uniform e, il problem a di 
T hirring , di determ inare il campo gravitazionale all’in terno  di uno s tra to  
sferico ro tan te  è risoluto rigorosam ente.

L ’esempioj t ra tta to  nella presente N ota  sem bra m ostrare in modo ne tto  
e rigoroso la valid ità  del principio di M ach in re la tiv ità  generale. È signifi
cativo e anche m olto soddisfacente da un  punto  di v ista sperim entale (alla 
scala effettivam ente accessibile alla nostra  osservazione) che quando dalla
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tra ttaz io n e  approssim ata di T h irring  si passa alla tra ttaz io n e  rigorosa scom
paia ogni dipendenza del cam po gravitazionale presente in S®, dal raggio e 
dalla m assa del guscio. Viene in pari tem po a m ancare di fondam ento u n a  
relazione tra  la costan te gravitazionale e il raggio e la m assa dell’universo 
che un po ’ affre tta tam en te  si era creduto di po ter desum ere dai suddetti 
r isu lta ti approssim ati.

R if e r im e n t i  b ib l io g r a f ic i .
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