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Yoshie K atsurada, Varietà { H , K )  d i D el Pezzo-Segre, ecc. 335

G eom etrìa. — V arietà j H , K j di D el Pezzo-Segre attaccate ad 
una M„ differenziabile e loro trasformazioni infinitesime. Nota di 
Y oshie K atsurada, presentata °  dal Socio B. S egre .

Introduzione. -  Le varie tà  algebriche {H , K } di Del Pezzo-Segre 
sono s ta te  recentem ente u tilizzate  per la prim a volta da B. Segre ([i], [2] , 
[3] . PP- io 9> 13r» 136) nello studio di problem i in grande. Il presente lavoro 
tra tta  delle varie tà  {H , K} a ttacca te  ad una M» differenziabile e del loro 
com portam ento di fronte ad una trasform azione infinitesim a di M n. Com pito 
ulteriore sarà poi quello dello studio degli invarian ti di una siffatta varietà 
{H , K} relativ i ad un  punto  singolare delle traie tto rie  del gruppo definito 
dalla trasform azione infinitesim a dello spazio base.

Il § 1 richiama alcune proprietà delle quantità relative alla varietà algebrica {H , K}. 
Il § 2 si riferisce specificamente alla teoria della trasformazione infinitesima della varietà 
{H , K}. Il § 3 espone qualche proprietà delle varietà algebriche parallele alla {H , K} e della 
trasformazione infinitesima dello spazio base.

Desidero esprim ere i miei ringraziam enti più cordiali al professore B. Se
gre per il suo aiu to  ed i suoi suggerim enti duran te il com pim ento della pre- 
sente ricerca.

§ 1. Quantità su una varietà algebrica {H , K} di Del Pezzo-  
Segre. -  Sia M m una varie tà  differenziabile, la quale abbia dimensione n 1 
e sia di classe differenziale CA. Consideriamo gli elem enti differenziali d ’or
dine a (a =  f , 2 , • • •, B ; B sS A) di una curva x* =  x' (fi) sulla varietà M„ . 
Allora, se sulla M„ si cangiano le coordinate a: nelle x  m ediante le formule:

C1-1) Xa =  (x‘) a , i =  1 ,2

gli elem enti differenziali curvilinei —  , ■ ■ -, vengono trasform ati
secondo le

(1.2)

dxa   dxa dx*
d t dxi d t

d 2 xa   d2 xa dxl dxi
d t2 dx* dxJ d t d t

d% xa __ 3B xa dxH
dt*' ~  3^1. . .3^*b ~~dt

dxa d 2 x i 
dxi d t2

dx% B
d t +  ••• +

dxa
dxz‘

d B x i 
~dtB~

(*) Nella seduta del io  marzo 1962.
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con la solita convenzione rispetto  agli indici m uti i , j  , dove il determ inante
_ _  ̂ f

\dxa/dxJ\ non è nullo. Le (1.2), posto possono scriversi nella

forma:
a

x(a+i)a =  TJ X “a â P+ù * a =  o , 1 , • • •, B — i ,

dove, tenuto  conto della form ula di Leibniz per le derivate successive di un 
prodotto , si ha:

( i-3)
età
P*

dxa
dx* se a == p ,

(i-4) Y afl
— O se a << p ,

(i-S)
/ a \ / dxa \(o- — P) 
I p A l r i j se a >  (3 ([5], p. 18)

Chiamasi spazio di elem enti lineari d ’ordine B una varie tà  del tipo di 
quella avente gli xW* (oc =  o , 1 .,*••, B) per elementi, e la si denoterà 
con. M (B) ; nel caso A  L: 1 , B può assumere i valori 1 , 2 , A .

Chiamasi exvettore, e più precisam ente exvettore contra varian te di 
grado G e caratteristica (1 , o , G , B), un ente definito da componenti vat 
(oc =  o , i , • • - , G) che dipendono da un elem ento differenziale del B -m o 
ordine (x* , r i 1)* , • • - , ossia da un punto  sulla varie tà  MÌB), e che siano
soggette alla legge di trasform azione:

a

(1.6) & •=  a =  o , 1 , • • •, G ,
P = °

coi coefficienti X™ espressi dalle (1.3), (1.4), (1.5). Si possono anche definire 
sim ilm ente exvettori covarianti ed extensori. R elativam ente a queste no
zioni in trodo tte  da H. V. Craig [6], e tenuto  conto della (1.6), si hanno 
fàcilm ente le seguenti proprietà:

I) Se vi è un vettore contra variante, allora v ^ 1 (cl — o , G) è un exvettore con
travariante di grado G.

II) Se vat è un exvettore contra variante di grado G, allora v$l -  ove p = o , 1, • • - , H 
( <  G) — risulta un exvettore contra variante di grado H.

Le seguenti p roprie tà degli extensori furono inoltre o ttenu te  da H . V. 
Craig.

III) Se T i j  è un tensore, allora, per ogni intero M soddisfacente alle o ^ M  ^  B ,  

(ap) 'a ~ ^  =  -TaJ.p;- è un exténsore di grado M e caratteristica (o , 2 , M , M) ([7] ,

p. 336), dove
1 M!

Q  “
( =  o

se M 2> oc -j- p

se M <  a -f  p.
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IV) Se T*-*' è un tensore, allora 'l 'J (“ + P M> =  T a‘ è un extensore di grado

M e caratteristica (2 , o , M , M) ([7], p. 335) , dove

/  M \ ) M \ — 1 / M\ — 1
= \ M — a ,  M — p j U  ) \ p j  '

V) Se T 1  ̂ è un tensore, allora ax- • - cip
M

- V  • ,{p  (a iH-------Va,p  —  { p— z)M)  __ «j i 1- • - a .  ì .'P'P

è un extensore di grado M e caratteristica (P , o , M ,M ) ([7] , p. 335) , dove

a i  - • -a.p
M

M \

M \ / M \ - i  /M \ - i
M — — OLp/yccx) \ccpi

MI
Ti ! . - . ^ ! ( M  —  Ti — --------7 T)T +

se M <  Ti +  ■ • • +  yp .

VI) Se T ; è un extensore, alloraJ1J2 ’
( rl i x ’ " i p .  . (a i + • • • +  a-p —  ( ^ — i)M  — px —

JxJo./M ,p x,p a
di grado M e caratteristica ( P , 2 , M , M )  ([7], p. 335), dove

 ̂ T = ai ti ' “ ap tpf{ . . è un extensorePi .71 P2 - / 2

1 ’ ’ ’ 7»
( M , px , pa M

ai H------ h «* — ( / — 1) M
(3i (32

VH) S e ^ è u n  extensore, allora ( ^ j  _ T ^ < “ —?—▼ — »» à  Tj&Y*w (a =  o , . - . , G )

è un extensore di grado G e caratteristica (1 , 3 , G , G) ([7], p. 335).

Si possono poi definire, in modo simile a quello noto, i differenziali asso
luti. Ad esempio, per un exvettore contravarian te  vai risulta:

(1-7) 8»“ ' =  difl* +  T l% k v ^ d x ^ \

dove i simboli rjjyYÌ siano assoggettati, in forza delle ( i . i) ,  (1.2), alla seguente 

trasform azione: posto X ° ; g ~ ,  ed =  , si ha

([8], p. 22).
Si possono allora definire exvettori paralleli, m ediante la condizione 

§ v«* =  o.

Supponiamo ora che sia una varietà differenziabile dotata di connessione affine 
jk • ^ e  dsulta. un campo di connessione affine lungo ogni curva x* =  x* {£). In una 

mia precedente Nota [9] vien stabilita la seguente proprietà della connessione affine:

Vi l i )  Se Tjk è una connessione affine, allora pG«— y) =  è una connes

sione di extensore ([9] , p. 18).
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Supposto M* immerso in uno spazio proiettivo di dimensione :> +  Bj __ j ?

ad ogni elem ento differenziale curvilineo regolare EH (^(l)* , • • • , * )  , d ’or
dine H e centro P , e per ogni intero K soddisfacente alle

o ^  H <  K ^  B ,

si può associare una varietà algebrica {H  , K} di dimensione (K  — H) n - f  H , 
luogo degli oo(K — H)(* —*> spazi S K osculatori in P ai vari E K (regolari) trac
ciati su M n e contenenti EH : cfr. B. Segre ([1], p. 114; [2], § 50). Q uesta 
varietà è fornita dagli elem enti differenziali E K ( x ^  V  • •, ^(H+i)« . . .' O ’ O 9 9
• • •, x ^ * ) ,  dove • • •, X(<n)i denotano valori fissati e x ^ +x) \  • • • #(K)*' indi-* 0 0  ■ ■
cano valori arb itrari; dunque, in corrispondenza ai singoli pun ti di M n , si 
può considerare un campo di siffatte varietà algebriche.

Consideriamo da ultim o gli extensori di Craig ( I I I -V II)  sulla varietà

algebrica {H  , K} . Per III) , l ’extensore ( ^ ) T v<K~~a~’ P) =  T 0,-py testò in tro 

dotto  dipende d a ll’elem ento differenziale del ( K — a —• p)-m o ordine 
(x* , xW* , • • - , x (K~ a —P)?') ; sicché le com ponenti del’extensore T a,-py sono 
funzioni dell’elem ento differenziale del H -m o  ordine: (x*\ x (l)i ••• x

v o ’ o ’ 9 o '
per gli indici a , p soddisfacenti alle K - ^ - H ^ a  +  |3 ^ K  ed aventi valori 
fissati, e verranno denotate con (T«£py)0, m entre le altre  com ponenti sono 
funzioni dell’elem ento differenziale: (jr(H+I)* ,•••-, aKK)*) per gli indici oc , p sod
disfacenti alle K —  H > a  +  P ^ o ,  e verranno denotate con T ai-py =  
= . / ( ^ (H+l)/, • • *>*(K)0 • Con queste notazioni, si possono stabilire sim ilm ente 
le com ponenti degli extensori nel modo appresso indicato.

IV')

per l’eix tensore

( (T^P-Oo
I j ,a i  pi __ y  ̂ (H +1 ) / 

'pV (a + P —  K) _  r ^ a i p./

se o ^  a +  p ^  H -f  K 

• ,* (K)/) se 2 K ^  a +  p >  H +  K

y;) | se ( / — i ) K g a i H ----- +  a , c g H  +  ( /  — i )K

I se / K ^ a , H ----- +  oc, >  H +  i) K

per l’extensore denotato da V),

j 1 a* ^pxj x p2y2)° se ( /  — I) E ^  ai -f- • • • -f- ocp - Pi — P2 ^  H +  (p  — 1) K

VI/) < x «, «V • •«, »> • =  y(^(H+>)/ yK )A
1 P1V1 P2/2 J v ’ '
v se / K  ^  ai -[-••• -j- oĉ  —■ Pi —- P2 >  H -J- (p  —- 1) K

per l’extensore dato da VI) ,

i (TaW 5 / ) °  se o g: a — (i — -/ — Ss :  H
VII') ,!

( Tatf>jyk t > l =f ( * (H+l)A’- - - ’X(K)A) se K ^ « — p — Y— 8 > H

per l’extensore dato da VII) ; abbiamo dunque le componenti costanti

(T“W s / ) ° per a =  o , 1 , • • •, H .
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Vili')

Esprimendo la quantità indicata da V i l i  sulla varietà algebrica {H , K} , risulta

Ŷ)° s e o ^ a - p - y ^ H

' fìjyk se K a —  p — y >  H ,

onde otteniamo per a =  o , • • •, H le componenti costanti (F

§ 2. T r a s f o r m a z io n e  i n f i n i t e s i m a  d i  v a r ie t à  a l g e b r ic h e  {H , K} . -  
Supponiam o ora che MÌB) sia uno spazio di elem enti differenziali d ’ordine 
B do ta to  di trasform azione infinitesim a:

(2.1) x  2 =  x(a)* +  (xj , x& J , • • •, x&ìJ) St a — o , 1 , • • •, B ,

dove (x* , xV)ì , • • .xW )  è un extensore di grado B e St denota un 
increm ento infinitesimo del param etero  t .

TEOREMA i. -  Condizione necessaria e sufficiente affinché una varietà 
{H , K} relativa al punto P (V) si m uti mediante la trasformazione infinite
sima (2.1) nella varietà relativa al punto P ' (.x '*) è che risulti £ =  £(a) *
(e cioè che l ’extensore sia quello delle derivate di un vettore ( x f i ) .

D im ostriam o la necessità della condizione, supponendo che la varie tà  
o tten u ta  da {H  , K } m ediante (2.1) sia la varie tà  {H  , K } ' fo rn ita dagli 
elem enti differenziali Ek (V* , x  W* (H>* f #'<h+i) ì ? x *(K)^  ̂ Allora:

(2.2) x  (a> *’ =  ofP){ +  £°‘ (xf , xV)i , • * •, x ^ j  , x ^ + ^ f i  • • •, x ^ j) St 

per oc =  o , i , • « • , £ [ ,  onde

5"  =  Zai (xj  , xV)i ,. • •, oc =  0 , 1 H :

affinché l ’espressione (2.2) valga per tu t t i  gli interi K , H soddisfacenti alle

o ^  H <  K ^  B ,
occorre che

l ai =  l ai (xi , xW i ,. • •, ;da» ) a =  o , 1 R —  1 ,
cioè

=  l u (xìxM i)

T rasportando  u n a  curva C : x* =  (V) sulla varietà M* m ediante la trasfor
m azione infinitesim a:

x H =  a:* +  (#0  St ,

o tteniam o la èurva C' : 

sicché
x fi (f) =  a;2' (/) +  (x i (/)) St , 

^'(a) ì =  x ^ P - f  St .

22 . —  R E N D IC O N T I 1962, Voi. XXX II, fase. 3
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Affinché la trasform azione infinitesim a (2.1) m uti univocam ente reiem erito 
differenziale curvilineo di C in quello di C' dev’essere

(2.4) =  £(a)*' .

Viceversa, se le (2.1) , (2.4) sono soddisfatte, si può osservare che

oc (a> * =  #<“>* +  g<°> ‘ (x ì  , x ^ j  , • • •, 8 t oc =  o , • • •, H

x  (P> * =  xW> * +  1 (x j  , • • •, ,. . ., x ^ j) St (3 =  H +  1 , • • •, K

per gli elem enti differenziali d ’ordine K , E K , • • •, x W *, ^(H+I) i ,. • . ,#(K)*), 
aventi in comune un elem ento d ’ordine H e centro P. Si vede allora facil
m ente che gli elem enti differenziali E K (x* W*, • • - , x 'W  *, V(H+0 * f ?  ^
aventi in comune l ’elem ento d ’ordine H e centro P ' debbono costituire la 
varie tà  algebrica {H  , K }'.

In una mia vecchia Nota [io] stabilii le seguenti proprietà per la quantità di uno 
spazio di elementi differenziali d’ordine B, dotato di trasformazione infinitesima:

(2.5) s(o),V \ * (I)v
Si ha allora per le (1.3), (1.4), (1.5)

dxmj dxJ' )
se 0 ^  p ^  a

( 0 se p >  a
ove designa il delta di Kronecker.

Se 4 0 ** V  • -, ^ B)*) è una quantità in M ^ , la derivate di Lie: L4 è data da 

D 4 =  L 4 S t  =  4  (X ’ , X  (I) * , .  . . ,  X  (B) ’) —  4' ( x  i , X  (I) (B) *)

dove 4 ' (x 1 , x  ^ * )  è l ’ente 4 calcolato rispetto alle coordinate x', e risulta:

Io L*(o),' = o  ([io], p. 21),

Ilo L ^a^‘= ( l V y a) ([io], p. 20),

IIP

IVo

V°

VI®

■ O r - * - ® ™
(M— a)

T ^  a — ^  ^  V t T  • — a — P)
U p/ ij ~ U p ) ( ^

ap
M

rz>‘(a+p—M) a(3
M (LT^ya+^

ai • • . a.p
M

_?i’ • ‘1j) (aH---- —{P—i)M)

OCi • • • otp
M

L̂T*i ' • • ■Vj(ai ■+ ’ • • +1V ~  :1>M)

VIIo J i ai • • -cx,p ) («i-l---- Yv>p—(.P—i)M— — p2)
j M , Px p2 j h

( ai • • • ccp
( M , Pi p2

(LT '
*p ( « x + v + a ^ — (P —  i )M  — pz - | 3 2)

a

([io], p. 21),

([IO], p. 2 1),

([IO], p. 22),

([IO], p. 22),

([io], p. 23),
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ix °  l ( “ ) r ‘ <«-P-v)

VIII° L ( ^ ) T^«(a" P~ V“  , =  ( ^ ) ( L W a" P" V_#) (tio],p. 23),

^ \P y ) (Lr^ )(“~ P-Y) ([io], p. 23).

Facendo uso della trasformazione infinitesima (2.5) sia per la varietà algebrica { H , K }  
che per le derivate di Lie delle quantità sulla varietà algebrica {H  , K }, vediamo che

(LzAa)% se o ^ a ^ H

Lz/(a) * = / ( ^ (H+l)-/’> • • •, se H + K a ^ K ,
UGO

I I P

IV00

y o o

Vioo

I («-(5 ) V — »)L

se K — H < ^ a ^ K  

se o ^  a <  K — H ,

se K — H ^  a - f p ^  K

L ( aIp ) V K“ a“ P)= / ^ (H+l)y> -- -^ (K)y)> se o ^ a + P S K - H ,

i ( ‘
r y (a + p - K ) ^  se o ^ a +  p g K + H

x ii,(» + P - iQ = / ( / + i ) i i . . . | / ) ( )i se k + H < «  +  ^ 2 K ,

’ai 0Lp
K

OCi • • • Gtp

K

-----+ °‘p —  (P —  x)K)j

se ( /  — i ) K ^ a ,  +  . . . +  a ^ ( / - i ) K + H

rY * x '" ip  (a xH------- ^ ap~-U >—  i ) K) ^  ̂ ( K ) y ^

se (p  —  1) K +  H <C ai -f- • • • -jr ocp ^  ,

( Yl  J a i * • - Cip I T *I- " * p  ^(ai+-*-+c^ — ( p —  I )K— pz — p2)\

K,  Pi p2

V II00
(^ — 1) K ^ a i+  . .  • + a ^ — pi— p2^ ( / — 1) K + H

L \ * r - - - a p ) H- - i p  <aI+ ...+ «>- ( / - . ) K - p 1- p a) (H + I), (K) A

VIII°° /

IX 00

PyS

L  / a' \ p* (a —  p —  y)\

‘ Se ---l) K -j-H <  ai +  • • • +  CCp----Pi ----p2 ^  / K  j

se o a — p — y — S ^  H

I L (py) r ’ (“-P -V )= /(^ H  + 0.* . . .f *(K)*)

se o ^ a  — p — y ^ H  

se H <  a — p — y  K  ,
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§ 3. A lcune  pro prietà  d elle  varietà  parallele  alla  {H  , K }
RELATIVE ALLA TRASFORMAZIONE INFINITESIMA. -  Con riferim ento ad una 
varie tà  differenziabile M„ d o ta ta  di connessione affine T’jk, ho precedente- 
m ente ( [ il ] )  in trodo tto  la nozione di varie tà  algebrica parallela alla {H , K}. 
Precisam ente, siano P ( x ) , P (x  +  dx) p u n ti infin itam ente vicini di M„
e { H , K }  e { H , K }  le varie tà  algebriche fornite rispettivam ente dagli 
elem enti differenziali EK (xM \  ■ ■ ■, x (H)i, x {li+1>i, ■ ■ ■, x (K)i) di centro P e
É K( | W V  • -, f (H)i, • • - , &(H+l)‘, • ■ •, x (K)i) di centro P. Se { H ? K }  è la varietà 
algebrica parallela alla {H  , K } , allora fra i rispettiv i elem enti differenziali 
abbiam o le seguenti relazioni

(3.1) r +I)I' =  f (a + i;- ( r “;.v,)o f (P+I)v f (v)

(3-2)
*(̂cp+i) i ___ (̂cp +1) i __ zpcu _̂ (p +i)y k

'  6 7  V X

a =  o , I , • ■ H —  1 

<p =  H , . . . , K — 1,

ove si assum a dx™1 tid>*

y x  ’

x w \  Si può osservare che, per la V i l i ') ,
gli elem enti differenziali É H( f (l)* , • • •, f (H)‘) sono dipendenti so ltan to  dalle 
(x > dx  , x (l)t, • • - , x (H)*) .

Siano 3/1 coordinate lineari di punto  dello spazio proiettivo  d ’immersione 
della . A llora possiamo esprim ere lo spazio SK osculatore in P ad un 
qualunque elem ento differenziale, EK, tracciato su M* e contenente E H colle 
formole:

(3.3) Y ' = y  +  x y > '  +  . . . +  x y > '  +  xy»+ '> ‘ +  . . . +  „ y*>-,
o 0 0  H —- i o  H o  K— 1 o

onde, se H =  o, il punto  Y dello spazio SK è un ente denom inato polinomio 
differenziale da B. Segre ([2], §§ 62-67; [4], p- 272). Per y (“l 1 abbiam o quindi 
che

(1) 1 ty1 (1) ì
ap

y
(a+i)I

2
/oc \ / 3 /
\ P A a 7 7

X$ + *> »

Osserviam o inoltre dalla V I) che, per « fissato,  ̂“ j ( ~ j j  =  Y“[ è un 

exvettore covariante di grado a, sicché dalla V II ')  abbiam o

y ° +I) i =  2 ) ( Yp-)o^CP+,)‘ per a  =  o , 1 H —  1 ,o (3=0 1

y<P+l)i =  J )  Ypy i (P+l)/ per 9 =  H , • • •, K —  1,
P=o

e (3-3) possono scriversi nella form a extensoriale

Yl = y + V  Ì x (y ; ; )o:
o a  =  o (3=o a

K— 1 <p
:(P+I)*+  2  2 x

cp =  H p = o  cp
Y ^1

P*
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Esprim iam o sim ilm ente lo spazio Sk colle formole:

y 1 =  y 1+ V  (Y“;)o f +i) +  2 *  È  i* y j ;  sr(P+i) •'
cp =  H p = o  cpa=o p=o a

e chiam iam o siffatto siffatto spazio Sk lo spazio parallelo di Sk .
L ’intersezione di tu t ti  quegli spazi Sk è lo spazio SH definito dalle 

formole:

Y ' = y + Hf  i ^ , w p+i)ia = o p=o a

e sim ilm ente l’intersezione degli spazi Sk è lo spazio dato  da

Y I = y I + 2  E k y ; ; ) 0O O (7=0 8 = 0 CL r

Pertan to , dalla (3.1) risu lta  il ^
Teorema 2. -  Se { H , K } e { H , K }  sono varietà parallele, allora i re

lativi spazi Sh e Sh risultano paralleli.
Volgiamoci infine alle relazioni fra varie tà  algebriche parallele e trasfor

mazione infinitesim a dello spazio base.

Consideriamo il gruppo continuo G ì , ad un parametro t , generato dalla trasformazione 
infinitesima:

x i =  x i {x)^x 

dello spazio base, ove le equazioni differenziali

d x t / 1 n\
=  t, [X , • • -, X ) Z =  I , 2 , - - - , «

determinano un sistema 00* ~ ’1 di curve integrali, dette le traiettorie del gruppo. Siano 
P (x1) , P' (xn) punti infinitamente vicini su di una traiettoria. Quando le (x/s f x '^* ,  •

• • •, V (H> *, y  V (K) *) siano legate alle (V , * (l) ‘ , • • •, * (H) ‘ , * (H+1) V  • •, *<K) ‘ )o o o o
dalla (2,5), dalla 1° seguirà

( L r (a^  =  o per a — i , - - , H
(3*4)  ̂ ’( L x ^ )f =  o per p =  H +  i , . . - , K ,

ed allora diremo che è

{ H , K } =  {H  , K Y (mod Gì) ,

essendo/ { , K } e { H , K }' le varietà date rispettivamente dagli elementi differenziali
i) 1EK(*C

di centro P'.

r(H) i ~(H+i) i r(K) i.) di centro P e EK (x‘■'(*) i , x'(H)*, ;p(H+I) *, x ' ^ {

TEOREMA 3. — Se i l  gruppo Gz è un gruppo di movimenti affini, e se 

{ H , K }  =  { H , K } '  ■ (mod Gx) ,
allora

{ H , K }  =  { H,  K } ' (mod Gj) ,
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dove { H , K  }' è la varietà parallela alla { H , K  }' ottenuta col trasporto dal 
punto (P ' (x'*) a l punto P (x 'iJr  dx'').

L a condizione affinché Gr sia un gruppo di m ovim enti affini è che risulti

L r ^  =  °  ([12], p. 7).

Dunque, in v irtù  della IV°, si o ttiene così

(3-5) L IT . . — o ,

e si t ra t ta  di calcolare le derivate di Lie dei seguenti elem enti differenziali:

t +1>i =  / a+l)* '- ( r ; s vA ^ +l)yd x M i « =  o , . . H -  i ,

* (<r+l) i =  *<«>+>) «• _  f  x $+')idxW * <p =  H , ■ • •, K —  1.

M a dalle (3.4), (3.5) abbiam o

L i (a) * =  o per oc =  o , • • •, H ,

L £ (|3) * =  o per (3 =  H +  1 , • • •, K ,

ond’è fa tto

{ h T k  } =  { H 7 K  }' (mod G O .

Il teorem a 3 esprime la perm utab ilità  fra trasform azione infinitesima 
m ovinento affine e trasform azione parallela di una varietà algebrica { H , H } . 
D a esso, tenu to  conto di [12], p. 53 derivano poi facilm ente i seguenti 
corollàri.

COROLLARIO i . — Se il  gruppo G x è un gruppo d i movimento affini, e se 

{ H , K }  =  { H , K } '  (mod (GO,

allora

SH — SH (mod Gx)
<!*

dove Sh è V intersezione degli spazi Sk generatori della varietà algebrica

{ h 7 k } \
COROLLARIO 2. -  Se M n è uno spazio riemanniano, se G x è un gruppo 

di movimenti (o d i trasformazioni omotetiche), e se

{H  , K }  =  {H  , K } ' (mod Gx) .

allora

{ H T K }  -  {H 7 K }' (mod GO..
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