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Geometria. — Varietd {H , K| di Del Peszo-Segre attaccate ad
una M, differenziabile e loro trasformazioni infinitesime. Nota di
Yosuie KATsurADA, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

INTRODUZIONE. — Le varietd algebriche {H,K} di Del Pezzo—Segre
sono state recentemente utilizzate per la prima volta da B. Segre (1], [2],
(3], pp- 109, 131, 136) nello studio di problemi in grande. Il presente lavoro
tratta delle varieta {H, K} attaccate ad una M, differenziabile e del loro
comportamento di fronte ad una trasformazione infinitesima di M,. Compito
ulteriore sara poi quello dello studio degli invarianti di una siffatta varieta
{H, K} relativi ad un punto singolare delle traiettorie del gruppo definito
dalla trasformazione infinitesima dello spazio base.

I1 § 1 richiama alcune proprieta delle quantita relative alla varieta algebrica {H , K}.
Il § 2 si riferisce specificamente alla teoria della trasformazione infinitesima della varietd
{H, K}. 11§ 3 espone qualche proprieta delle varieta algebriche parallele alla {H, K} e della
trasformazwne infinitesima dello spazio base.

Desidero esprimere i miei ringraziamenti pitt cordiali al professore B. Se-
gre per il suo aiuto ed i suoi suggerimenti durante il compimento della pre-
sente ricerca.

§ 1. QUANTITA SU UNA VARIETA ALGEBRICA {H, K} b1 DEL PEzZO-
SEGRE. — Sia M, una varietd differenziabile, la quale abbja dimensione 7 > 1
e sia di classe differenziale CA. Consideriamo gli elementi differenziali d’or-
dine « (e =1,2,---,B; B < A) di una curva »* = 2* (¢) sulla varieta M,
Allora, se sulla M, si cangiano le coordinate x nelle ¥ mediante le formule:

(1.1) xe = x° (x%) a,i=1,2, -, n,

dxt  d*xt . B x?
dt ' de ’ dsB

gli elementi differenziali curvilinei vengono trasformati

secondo le
[ dre  dxe dit
At T x di
d? xe . 2 %8 dx’* dis 7% g2 4t
(1.2) di* T woxs dt di w dr
dBxs 3B ze dx's dr'B 37s 4B xf
V@B T o 3,8 df dt + + o B

(*) Nella seduta del 10 marzo 1962.
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con la solita convenzione rispetto agli indici muti 7, 7, dove il determinante

: B . .
| 2X4/ox7 | non ¢ nullo. Le (1.2), posto f‘ﬁ)z%, possono scriversi nella
t
forma:
[+
x(a—l—x)a:EX;jx(ﬁ'l’l)" «=0,1,---,B—1,

B=o

dove, tenuto conto della formula di Leibniz per le derivate successive di un
prodotto, si ha:

(1.3) X = 5 se o=,
(1.4) ngzo se a < B,
ac (o) [3xe \(e—P) :
(1.5) )(ﬁi:=(3><axi> se «> B ([5], p. 18).
Chiamasi spazio di elementi lineari d’ordine B una varieta del tipo di
quella avente gli x®? (w =o0,1,-.+,B) per elementi, e la si denotera
con M : nel caso A =1, B puo assumere i valori 1,2,---,A.

Chiamasi exvettore, e piu precisamente exvettore contravariante di
grado G e caratteristica (1,0, G, B), un ente definito da componenti v
(¢=0,1,---,G) che dipendono da un elemento differenziale del B-mo
ordine (x%, x®7 ... x®7) ossia da un punto sulla varieta ME,B), e che siano
soggette alla legge di trasformazione:

[
(1.6) @‘W:ﬁ;oX;jvﬁ" «=0,1, -G,
cqi coefficienti Xg:.‘ espressi dalle (1.3), (1.4), (1.5). Si possono anche definire
similmente exvettori covarianti ed extensori. Relativamente a queste no-
zioni introdotte da H. V. Craig [6], e tenuto conto della (1.6), si hanno
facilmente le seguenti proprieta:

I) Se 27 & un vettore contravariante, allora % =0,.-..,G) & un exvettore con-
travariante di grado G. :

II) Se 2»* & un exvettore contravariante di grado G, allora ¥ — ove f=o0,1,---,H
(< G) - risulta un exvettore contravariante di grado H.

Le seguenti proprietd degli extensori furono inoltre ottenute da H. V.
Craig. '

ITI) Se T;; & un tensore, allora, per ogni intero M soddisfacente alle 0o <M < B,
M

M—o—f) _
@QT% =T
p- 336), dove

oi B ¢ un exténsore di grado M e caratteristica (0o,2,M,M) (7],

M1
= B (M —a—p)! seMza+p

=0 se M < a4 B.

—~—
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IV) Se T7 & un tensore, allora o T @+ B=M) _ 1B/ & yn extensore di rado
M g

M e caratteristica (2,0, M ,M) ([7], p. 335), dove

= e

oy« - .ggj) T[I...ip(ax+...+ap_(ﬁ_1)M)
M
¢ un extensore di grado M e caratteristica (P, 0, M ,M) ([7], p. 335), dove

g M OO L
. M B M—or, -, M—a, kozl) ' %y

M!
M Ll My =)
Yio 9 Yp

V) Se T " & un tensore, allora = T %%

se Mzy +---+v,

= o0 se M<YI+"'+Y1>~

VI) Se T "% ¢ un extensore, allora

jIj2

A Ti iy, (it o, —(@—)M—B,—8,) T =%%%""%%_ . . &unextensore
M J1J2 B17x Basa
’ BI ) BQ

di grado M e caratteristica (P, 2,M ,M) ([7], p. 335), dove

O 0y 22 [oclﬂ;-ocj,](ocl—l---.-l-ap—(;ﬁ—l)M).
M,B:,B: M B: 8.

VII) Se ‘TJ’:H ¢ un extensore, allora ( t(o\) Tj’:kl(a—ﬁ*v—ﬁ) = Tg_z]:'ykf)l (¢ =0, --,G)

B :

€ un extensore di grado G e caratteristica (1,3, G, G) ([7], p. 335).
Si possono poi definire, in modo simile a quello noto, i differenziali asso-

luti. Ad esempio, per un exvettore contravariante z* risulta:

(1.7) S = dyi 1 T, P dx

dove i simboli I’Eéw siano assoggettati, in forza delle (1.1), (1.2), alla seguente
EWOR 32 )7

. . . T 0 07 . .
trasformazione: posto X g} FTY ed X, = Bome S ha

oa—B o—0 [ - [
Toe 7 oa Q5 F0k 707 oa
(18> Fﬁb'y[ - Og'y Wgﬂ ‘IP=;HP Fcpj()k X'\pi Xﬁb Xyc + 9=;+Y Xﬁl}yt Xﬂi
(I8, p: 22).
Si possono allora definire exvettori paralleli, mediante la condizione
dv% = o.

Supponiamo ora che M,, sia una varieta differenziabile dotata di connessione affine
i . “ . : ~i : .
r "z - Ne risulta un campo di connessione affine I Sz lungo ogni curva x=?(#). In una

mia precedente Nota [9] vien stabilita la seguente proprietd della connessione affine:

VIII) Se l";ié ¢ una connessione affine, allora (;‘Y> I‘%“"‘ﬁ'—w = f‘;ij & una connes-
sione di extensore ([9], p. 18).
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Supposto M, immerso in uno spazio proiettivo di dimensione = (”j_ B) —1,
7

ad ogni elemento differenziale curvilineo regolare Ey (a7, .. x®7)  d’or-
dine H e centro P, e per ogni intero K soddisfacente alle

o<H<K<B

si puo associare una varieta algebrica {H, K} di dimensione (K—H) 7%+ H,
luogo degli co® =M *—x spazi Sk osculatori in P ai vari Eg (regolari) trac-
ciati su M, e contenenti Egn: cfr. B. Segre ([1], p. 114; [2], § 50). Questa
varieta ¢ fornita dagli elementi differenziali Eg (207, D7 E 07
-, 289 dove O g:(H) * denotano valori fissati e xH+D7 ... (K indi-
cano valori arbitrari; dunque, in corrispondenza ai singoli punti di M,,, si
puo considerare un campo di siffatte varietd algebriche.
Consideriamo da ultimo gli extensori di Craig (III-VII) sulla varieti

algebrica {H, K}. Per III), lextensore( )T‘K—“—@:Taiﬁ,- testé intro-

o
dotto dlpende dall’elemento  differenziale del (K — a — B)-mo ordine
(x", 207 ... pB—a—B7): sicché le componenti del’extensore Tat‘ﬁj sono
funzioni dell’elemento differenziale del H-mo ordine: (x%, #7207

per gli indici «, § soddisfacenti alle K —H < a -+ B<K ed aventi valori
fissati, e verranno denotate con (T ;),, mentre le altre componenti sono

funzioni dell’elemento differenziale: (x®+0¢ ... x®?) per gli indici «, p sod-
disfacenti alle K—H >a« + £ =0, e verranno denotate con T, b=
= f(a®+0? .. x®7)  Con queste notazioni, si possono stabilire similmente

le componenti degli extensori nel modo appresso indicato.

v s (T%B7)o se o<at+B<H4+K

Tuiﬁf=f(x(H+I)l’. . "x(K)l) se 2K=a+8>H1K
per extensore [olf] TY@+p—K) _ oi Bs

(T x5 iy, se (p—1)K=Zoz4---+ay<H+(p—1K

V) . )
; T = f@ED Bk e JK o ety > H A (p— 1)K

per l'extensore denotato da V),

s(T“I’I %0g i pai)e e (P—DK =S +a,,—gl—zast+(p_1)K

VI) ety ﬁﬂ]]x B2 s2 —f(x(H+I)l o (K)l)
g se pKzar+-- -4 ap—B:—B2>H 4 (p—1)K
- per P’extensore dato da VI) ,
viry | (T“."WYW)O seo<a—B—y—8<H
[ T geer =/ GETOH 2 se Kza—B—y—3>H

per I'extensore dato da VII); abbiamo dunque le componenti costanti

(Ta"ﬂjykal)o per « =o0,1,---,H.
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Esprimendo la quantitd indicata da VIII sulla varietd algebrica {H , K}, risulta

.o
S (F;Zjvk)° seo<a—B—y=<H
VIIT')
tai o, (Ht1)! (K)Z
8 I‘ﬁjyk—f(x yren X ) se Kza—B—y>H,
onde otteniamo per & = o0,--., H le componenti costanti (f‘;lj 'Yk)°'

§ 2. TRASFORMAZIONE INFINITESIMA DI VARIETA ALGEBRICHE {H,K}. —

Supponiamo ora che M sia uno spazio di elementi differenziali d’ordine
B dotato di trasformazione infinitesima:

(2.1) @8 = g7 | Eai (g7 1@ . 4B)S) 3T «=o0,1,--,B,
dove &w (x7,x2@7 ... x®7) ¢ un extensore di grado B e 87 denota un
incremento infinitesimo del parametero =.

TEOREMA 1. — Condizione necessaria e sufficiente affinché una wvariets

{H, K} relativa al punto P (x*) si muti mediante la trasformazione infinite-
sima (2.1) nella varieta {H,K} relativa al punto P’ (x') é che risulti £ = E@7¢
(e cio¢ che l'extensore £ sia quello delle derivate di un vettore & (x7)).

Dimostriamo la necessitd della condizione, supponendo che la varietd
ottenuta da {H, K} mediante (2.1) sia la varieta {H, K} fornita dagli

elementi differenziali Ex (27, /' ®7¢ ... 2 @7 '+ .. oK) Allora:
o ] o
(2.2) § O = O 4 B (g @7 D5 BT L a0 8

per « =0,1,---,H, onde
E“£=£“f<xj’x(1)f’.-.’x(H)f) «o=o0,1,---,H:
affinché I'espressione (2.2) valga per tutti gli interi K, H soddisfacenti alle

o=H<KSZ<B,
occorre che

Boi — Eoi (g7, 207 ... 57y @=o0,1,,B—1,
cioé
B = B ()
2.3) D Ei =g (720
EB: — EBi (7,207 .. .’x(B)f) .

Trasportando una curva C:x* = %7 () sulla varietd M, mediante la trasfor-
mazione infinitesima:

2 =" + & (27) ¥r,
otteniamo la curva C’:
2 () =2 (&) + E (27 () 37,
sicché \
K@i = g i E@i

22, — RENDICONTI 1962, Vol. XXXII, fasc. 3
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Affinché la trasformazione infinitesima (2.1) muti univocamente ’elemento
differenziale curvilineo di C in quello di C’ dev’essere

(2.4) g = g7,
Viceversa, se le (2.1), (2.4) sono soddisfatte, si puo osservare che
F@OF = gOF | EDi (g7 407 i) 3 x=o0, - H
X O = O L ED (7 g0 0T 9 B B=H-41, K

per gli elementi differenziali d’ordine K, Eg (g®7,. .., @7 yEHtni .. 4&7)
aventi in comune un elemento d’ordine H e centro P. Si vede allora facil-
mente che gli elementi differenziali Eg (3" ®7,. .., '@ 7/ H407 .. 2/ ®)7)
aventi in comune l’elemento d’ordine H e centro P’ debbono costituire la
varieta algebrica {H, K}

In una mia vecchia Nota [10] stabilii le seguenti proprietd per la quantitd di uno
spazio di elementi differenziali d’ordine B, dotato di trasformazione infinitesima:

(25) x'(a)i=x(a)i+E(a)’.(xf,x(l)j,...’x(“)j)s,r OC=0,I,"',B-
Si ha allora per le (1.3), (1.4), (1.5)

Fd (a—B)

ox’/

3+ 5t

2 se 0=B=a

e (5)
LB
o se B>a

ove 8]’: designa il delta di Kronecker.
Se‘\p(xi,x(l)i,- oo, 2B Z‘) ¢ una quantitd in M;B), la derivate di Lie: L¢ & data da

D4J=L‘.!)8‘T=4J(x,i,xl(l)i,"',x,(B)i)—‘.l)’(x,i,x,(l)i,'",x’(B)i)

dove ¢/ (%, D% ... 4 ® % & Pente ¢ calcolato rispetto alle coordinate z’, e risulta:
To Li®7 — o ) ([10], p. 21),
o Lo®f=(Ls"y® ([10], p. 20),
Illo L(lf)ui(M_“)=< )(L uy™M—D ([10], p. 21),
IVo L( ) M—a—p _ (“B)(LT HM—o—F) ([10], p. 21),
Vo L[ ] U(U«+ﬂ—M) [“Mg (LTU)(a+l3‘—M) ([IO], p. 22),
Vo L {0(1 ] “iﬁ (az+- -~+ap—~(ﬁ—I)M) -

M

— [OC:M Otij (LTZI ’p)(“x'l' +ap (p—1)M) ([IO], p. 22),
: S O~ - -0y Iy ’15 (ag+-- oy —(p—1)M—B;—B2) —
Vi LT
. feriy (e o, —(p— ) M—B; — o)
Vo LT 2 )y t ([ro], p. 23)

M, B:B2
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VIl L<B:8>Tiﬁl(a—ﬁ—y_§) = (st) (LTS P ([10], p. 23),
IXo L(B"‘Y) I‘;k(“_ﬁ_w=(ﬁ°;)'(LI‘;k)(a—ﬁ_Y) ({10}, p. 23).

Facendo uso della trasformazione infinitesima (2.5) sia per la varieta algebrica {H , K}
che per le derivate di Lie delle quantita sulla varieta algebrica {H , K}, vediamo che

(L9, se osa<H
1100 !
Ly(a)i=f(x(H+I)j"‘,’X(K)i)’ se H+1 a2 <K,
[ 'K\ (k—a)
\ L L A se K—H=<a< K
I11%° :
( L(Iiju,.<K““)=f(x(H+1>f,...,x(K)f), se o<u<K—H,
‘ <L(£)T17(K_a_m)o se K—H=<a+B=<K
VA '
? L(E)Tﬁm—a—ﬁ)=f(x<H+x>f’,,,,x(K>f), se o<a+B<K—H,
\ (L ‘;f Tif(“+‘3“K>> se 0o<a+B<K+H
o
Voo / -
[ L T TR L 0, s KpH <atps2K,
\ L
<L Oz~ -ap} Tir“i” (a1+~--+a/,—(ﬁ—r)K))
K o
oo se (p—NK=Za+- 4o, <(p—1)K+H
<L (o E{-%J Tie iy Cate o a,—@—0K) _ r (4nj ,,x(K)j>>
se (p—1)K+H<or+---+a,<pK,
. Or- - -0y ix-wt'ﬁ (U.I—I---~+0.P—(p—1)K—ﬁI——ﬁ2)>
I T
(L K,B:Bz$ J:J2 o
Vil se (p—1)K<ou+-- - +ap—Br—B=<(p—1)K+H
00
iroviy  (apteseta,—(p—1) K— B —Bo) .
L ?{x BI;‘Z T! pjz Ja ' ? =f(x(H+ )I""rx(K)l)
\ se (p—D)K+H< it +op— B —B. < pK,
/
s <Lf(ﬁzs)TiiH(a—l3—Y—5)>o se 0oSa—B—y—3<H
VIIIee ¢
( L(Bﬁs)T‘sz‘““*—*‘ﬁ’=f<x<ﬂ+’>",--.,x“"") se H<a—B—y—3=<K,
() - eksaovan
IXoo
( L{g )TV @P 0o fl0h 00 o HoupysK,
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§ 3. ALCUNE PROPRIETA DELLE VARIETA PARALLELE ALLA {H, K}
RELATIVE ALLA TRASFORMAZIONE INFINITESIMA. — Con riferimento ad una
varietd differenziabile M, dotata di connessione affine l"k, ho precedente-
mente ([11]) introdotto la noz1one di varieta algebrica parallela alla {H, K}.
Precisamente, siano P (x), P(x—l—dx) punti infinitamente vicini di M,

e {H,K} e {H{\JK} le varieta algebriche fornite rispettivamente dagli

elementi differenziali Ex (x(‘)’, R AT s A O] ’) di centro P e
B > = ~ \ . \
Fx (ﬁ(‘)’ ce X O(H)‘,. o, (K)’) d1 centro P. Se {H,K} ¢&la varieta .

algebrica parallela alla {H, K}, allora fra i rispettivi elementi differenziali
abbiamo le seguenti relazioni

(31) %(a+r)i — x(a+1)i (Faz

: (ﬁ+r)fd;g(v)k =01, H—1,

e ®

<32) PAC e L x(€P+I)' (Fﬁj—yx (ﬁ+1).idx(7)k p=H, -, K—1,

e __ SME__ (Y) ]

ove si assuma dx Si puo osservare che, per la VIII'),

s( )7

gli elementi differenziali EH(s(r)’ ) sono dipendenti soltanto dalle

(x,dx, g(r)t’_ . "?(H)l) .
Siano y! coordinate lineari di punto dello spazio proiettivo d’immersione

della M,. Allora possiamo esprimere lo spazio Sk osculatore in P ad un

qualunque elemento differenziale, Exg, tracciato su M,, e contenente Ey colle

formole:

33 Y=y payOTpg A SOy SO0,

oo H—z1o0 K—1 o

onde, se H = o, il punto Y dello spazio Sk & un ente denominato polinomio
differenziale da B. Segre ([2], §§ 62-67; [4], p. 272). Per @1 abbiamo quindi
che

YO1_ i

a oyl \(@—B) i
@+ _ (“)( J’,) LB+
¥ [5§o B/\asf

oyl \@—B) .
aJ/i> Ygf ¢ un
X

exvettore covariante di grado a, sicché dalla VII") abbiamo

Osserviamo inoltre dalla VI) che, per a fissato, (g)(

y(““)l E(Y ) @B+ni pet «a=o0,1,--,H—1,
o' B=o

y(q)-I-I)I EYW B+1)s per ¢=H, .., K—1,

e le (3.3) possono scriversi nella forma extensoriale

Sa o § g
f=o0 a

¢=H =0 ¢

I

H—
I+Z
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< .
Esprimiamo similmente lo spazio Sk colle formole:
H—1 a

_I_ E E“‘(Yal s(]’i+x)s+ E 2 “chl s(B+1)7

e=Hp=o @
e chiamiamo siffatto siffatto spazio Sk lo spazio parallelo di Sk.

L’intersezione di tutti quegli spazi Sk & lo spazio Sy definito dalle
formole:

I

—1 a
— _'}/ E E A (YE;)" .gc‘(B-H)i
° a=o0 Pf=o0 a

e similmente I'intersezione degli spazi Sk ¢ lo spazio dato da

H—1 «a

~SY1=5/ + 2 E V.(Yal)oe(ﬁ+x)1

o =0 —O [

Pertanto, dalla (3.1) risulta il

TEOREMA 2. — Se {H, K} e {H,K} sono varieta parallele, allora i re-
lativi spazi Sy e SH risultano parallels.

Volgiamoci infine alle relazioni fra varietd algebriche parallele e trasfor-
mazione infinitesima dello spazio base.

Consideriamo il gruppo continuo Gi, ad un parametro =, generato dalla trasformazione
infinitesima:

Zi=a 4 (%) 3¢
dello spazio base, ove le equazioni differenziali

dx’

—d-,,- =al<x1,...’x") i=],2,...,n

determinano un sistema oo0” * di curve integrali, dette le traiettorie del gruppo. Siano
P @i) , P’ (;g’i) punti infinitamente vicini su di una traiettoria. Quando le (g”',zo:'(‘)’., e
é/(H) T80 ®Y gano legate alle (gi, ;g(‘)", e, Jo;(H) G LS

dalla (2,5), dalla I° seguira

L+ =o per a=1,---,H
(3.4) S
Lx(ﬁ)’=o per B=H+I,"’,K
ed allora diremo che ¢

{(H,K}={H,K} (modGi),

essendo {H, K} e {H, K} le varieta date rispettivamente dagli elementi differenziali
Eg (207,00 8 @407 Ky g centro P e By (#®F, ..., @7 pHEDI 2 ®7
K 4 ’ ’ 3 ’ ’ ’ K S ’ 'S ’ ’

di centro P'.
TEOREMA 3. — Se il gruppo G, é un gruppo di movimenti affini, e se
{H,K}={H,KY} (mod G,),
allora

(HK) = {H)KY  (mod Gy,
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dove {HN,JK Y ¢ la varieta parallela alla {H ,KY ottenuta col trasporto dal
punto (P (¢'%) al punto P (x"+ dx).
La condizione affinché G, sia un gruppo di movimenti affini & che risulti
LT =o ([12], p. 7).

Dunque, in virtt della IV®, si ottiene cosi
el
(35) Lrﬁjyk =0,
e si tratta di calcolare le derivate di Lie dei seguenti elementi differenziali:

s(ot1)7 . (0.+I)i__ o B+1)7 () % J— “ e R
B g 0w B,

FOFDi__ (etni f‘gj'vk 2B+ g (R
Ma dalle (3.4), (3.5) abbiamo
L;C(a) : =0

]

per «a=o0,---,H,

LFC(B)’.:O per B=H+I"")K1

ond’¢ fatto
(mod G,).

(H K} = (HKY
Il teorema 3 esprime la permutabilitd fra trasformazione infinitesima

movinento affine e trasformazione parallela di una varieta algebrica {H , H}.
Da esso, tenuto conto di [12], p. 53 derivano poi facilmente i seguenti

corollari.
COROLLARIO 1. — Se 4/ gruppo G, & un gruppo di movimento affini, e se

{H,K}={H,KY} (mod (G,),

allora

Su = Sy (mod G,)

dove Sy ¢ Dintersezione degli spazi Sy generatori della varietd algebrica

{H,K}.
COROLLARIO 2. — Se M, ¢ uno spazio riemanniano, se G, é un gruppo
di movimenti (o di trasformazioni omotetiche), ¢ se
{H,K}={H,KY (mod G,).

allora ,
(mod G,).

{H K} = {H K}
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