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Topologia. — Residui di forme differenziali e omomorfismi di 
coomologia n . Nota di G i u l i a n o  S o r a n i , p re s e n ta ta ^  dal  Corrisp. 
E .  M a r t i n e l l i .

i . La teoria dei residui degli in tegrali m ultipli delle funzioni di più 
variabili complesse, dopo i lavori di G. de R ham  [i] , [2], E. M artinelli [4], 
[5], B. Segre [7], si inquadra in una teoria generale dei residui delle forme 
differenziali regolari e laborata da J. L eray  [3] e successivam ente generaliz
zata da F. N orguet [6].

In questa N ota si annunciano alcuni risu ltati, neirord ine di idee di N or
guet che appariranno più diffusam ente in un prossimo lavoro (l).

2. Sia X uno spazio topologico localm ente com patto, siano Si (i=  1 , • • •, nif) 
m  sottoinsiem i chiusi di X.

Essendo 1 <C ix <f • • • <  it <C m, poniamo:

(2>0 A s ^ ,

e consideriamo la successione di inclusioni,

(2.2) s ^ s ^ c u s p c - ’ - c u s ,  C X ,
i r  1 Ì  m

1 m

dove le sopraindicate unioni s’in tendono estese alla variab ilità  degli indici 
Zi , • • •a tm da 1 a m, si suppone S =[= 0, e le inclusioni valide in senso stretto .

Le (2,2) dànno luogo alla seguente successione esa tta  di cobordi di 
coomologia a supporti com patti, coefficienti complessi:

(2.3) o -^ H f(S )A ^ H U I ( u S ? - 1 — . .

Hm — 1 H;p-\-m  —  1 uS,- —
•

u
'<im —

Si-.. H p + m
( x - u S . , ) -

- m /

La composizione di due successivi cobordi in (2,3) è un omomorfismo 
nullo e pertan to  si ha:

(2>4) O == dmodm_ lQ . . . .

3. M ostrerem o però che i gruppi H f+/è (1 <f k <f m) che compaiono in 
(2,3) si decompongono in somme d ire tte  onde l ’omomorfismo (2,4) si decom 
pone a sua volta in una somma di omomorfismi non identicam ente nulli.

(*) Lavorò eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo di Ricerca n. 1 del Comitato 
per la Matematica del C.N.R. per l’anno accademico 1961-62.

(**) Nella seduta del io  marzo 1962.
(1) Nei « Rend, di Mat.», Roma (1962).
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A tale scopo raffiguriamo gli spazi che intervengono in (2,3) sul seguente 
modello. Consideriamo m  sem irette indipendenti uscenti da uno stesso punto  O 
di uno spazio euclideo w -dim ensionale; indicheremo tali sem irette chiuse in 
O con A1 ,• • •, Aw, e le stesse sem irette aperte in O (cioè p rivate  del punto  
O) con A1 , • • - , Xm. A nalogam ente indicheremo con A*1 • • • A^ e con A'1 • • • A*̂  il 
yé-edro chiuso, e rispettivam ente aperto, prodotto  delle k sem irette A*1, • • •, A^ 
ovvero A*1 , • • •, A** .

T enu to  conto delle (2,1) si hanno le seguenti raffigurazioni (che indi
cheremo con ~ ) ,

Az. . . Am

 ̂ =  S,- ~ A1 • • .A‘** • • Aw =  A’1 A*2 • • . A*™—1ltn — 1 m
(3.1) j   ••

I S J - 1 ~ x ^

s~o.
Alle inclusioni (2,2) corrispondono nella raffigurazione le seguenti:

(3.2) O c  UX!lC U X^X^C • • • C'X1- • •X’”.

D ’altronde si ha:

(3.3)

! u x '1— o = u x ‘I
i li

] U XH’2 — uX-'1 = u x'’1 X!'2
/ *1 < -V /i tl "K

x1. . .x"— u X*1 • • .x#—* = x1- • -x“,
--x

di modo che la (2,3) si raffigura nella:

(3,4) o —  H f (O) i u .  H f+I ( u V 1) *L+ H f+2 ( U X’1 X!'2) is-K  • • •
l X i \  < Z2

• • • ( ( j  . . .x‘« - i )  ^  H f+W (X1 • • -X”) -

O sservato che per 1 k <  ̂m  gli spazi che appaiono in (3,4) sono decom
posti in com ponenti aperte  disgiunte, ne segue che:

(3,5) H*+k( u  Xfl...X f* )=  ® H ̂ (X S - .X * ).,
*i< •••<*£

donde scende una corrispondente decomposizione degli omomorfismi cobordo
di (3-4)-
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Poiché le considerate decomposizioni di spazi immagini si riflettono in 
analoghe decomposizioni degli spazi raffigurati, si hanno analoghe decompo
sizioni per gli omomorfismi cobordo di (2,3), e in particolare per Pomorfismo 
composto (2,4). Il generico addendo delPomomorfismo (2,4) riesce (come 
si prova facilmente) individuato  a meno del segno: lo indichiam o con:

(3,6) r  : H* (S) H f fw (X - u f. s.),
e lo denom iniam o cobordo composto d i coomologia.

L ’omomorfismo (3,6) si riduce a quello o ttenu to  da F. N orguet [6] per 
m =  2.

4. Supponiam o ora che X — u* S,* ed S siano varietà topologiche p a ra 
com patte orientabili, di dim ensioni rispettive r  ed r — s.

L ’isomorfismo di Poincaré applicato  entro X — (J/S* ed entro S fa pas
sare dal cobordo com posto di coomologia (3,6) al seguente omomorfismo che 
diremo cobordo composto d i omologia (ponendo q =  r  —  s —  p)\

(4 0  8 '   ̂ H , ( S ) — , H  „ +, _ » ( X - u , S , ) .

D ’a ltra  p a rte  la dualità  tra  Pomologia a supporti com patti, coefficienti 
interi con divisione, e la coomologia a coefficienti complessi fa passare dal
l’omomorfismo (4,1) a ll’omomorfismo trasposto:

(4.2) r "  : K«+S~ m (X — u ,  S.) — > H* (S ),

che direm o residuo composto, legato a 8m dalla « formula del residuo » 
(già considerata da N orguet [6] per m =  1):

(4.3) <  h9+s- m , r  ht >  =  <  r "  hq+s~ m , hq > .

5. Sia ora X una varie tà  analitica complessa, non singolare, di dim en
sione complessa n \ sia x  =  (xx , • • •, x n) il punto  generico di X. Siano Sx, • • •, S^ 
m < n  so ttovarie tà  analitiche di X, regolarm ente immerse, di codimensione 
complessa 1, rappresentab ili localm ente con le equazioni Si (x) =  o, con sì (x) 
funzione oloihorfa di x.

U tilizzando un  risu lta to  di F. N orguet ([6] p. 2057) e la dualità  tra  
Pomologia e la coomologia si stabilisce il seguente:

TEOREMA. — Nelle dette ipotesi g li omomorfismi 8m , r m, definiti dalle
(4.1) , (4,2) coincidono rispettivamente col cobordo composto d i omologia e con 
Vomomorfismo (2 izi)m Resm considerati da J . Leray ([3] p. 8g).

6. A ncora nelle stesse ipotesi indichiam o con S una parte  com patta di 
S e sia I un  intorno tubolare di S fibrato banalm ente in sfere piene 2 ^ —di
m ensionali. Indichiam o con F  la fibra standard  e con:

(6.1) g  : S x F ---- ,1
Pomeomorfismo tra  i p u n ti (£ , s) , (£ e  S , ^ g F), e i pun ti x  e  I.
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Sia y un q—ciclo di S, <s un m—ciclo semplicemente separatore delle S,- in 
F  (E. M artinelli [5] p. 281 e [8] p. 140); indichiam o con:

(6,2) r = f ( r x d ) ,

r  (m -f- ^)-ciclo di I — u* S,-.
Definiamo form a sem i-m erom orfa normale in X una forma 9 (x) chiusa, 

regolare (2) in X —  U* S,- e tale che in I — u* S,- si possa scrivere nella forma:

(6,3) ? < £ , * ) =  2
o  <  k <  m 1 < j \  <  • • • <  j 1 <  m

ds. ds,
A - - - AJ1

ove jk (5 ì 's) è una (q +  m —  >é)-forma regolare in I.
Ciò posto si stabilisce il seguente:
TEOREMA. -  Sia  9 una form a semi-meromorfa normale in X, di grado 

q +  m, y un ciclo q-dimensionale d i S; gli omomorfismi r m , sono realizzati 
dalle:

(6,4) ^ 9  =  | s , r T ^ ( T x ^ r ,

e la form ula del residuo (4,3) è realizzata dalla:

(6,5) j  9 =  (2 7T IT  J
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(2) Cioè tale che i coefficienti di cp (x) sono funzioni complesse C°° di x.


