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Analisi matematica. — Swr /a solution fondamentale de !'équation
linéaive normale du tvpe parabolique dont le dernier coefficient est
non borné. Nota 1 di Miroseaw KRrzyzanskr, presentata®” dal
Socio M. PiconE.

1. Dans le travail [5] de Monsieur A. Szybiak et moi nous avons consi-
déré 1’équation linéaire normale, homogene, du type parabolique

(1) F)= X a,(¢,X) s, +§bj<z, X) sy —w, +c(t,X)u=o0

i, j=1
(aij == LZJ> ’

dont les coefficients sont définis dans une couche € : £, < ¢<ZT, X (x,,- + - ,2m) € 6™
(6™ étant I’espace euclidien & » dimensions). On a supposé que les coeffi-
cients a;; (¢, X) et 6,(¢,X) (Z,7=1,---,m) sont continus et bornés dans
@, ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’au 3-me ordre, et qu’il existe un
nombre @, > o0 tel que 'on ait

9[ (A> == E LZ,-]-<Z‘, X) )\I )\J' Z aokE 7\2
1,] =1 =1

pour (¢, X) € @ et.pour tout vecteur A (A, -, A»).
Quant au coefficient ¢(#, X), nous avons supposé qu'il est continu dans
@, lipschitzien par rapport & X et satisfait a I'inégalité

ez, X)| < A*|X|*+ B,

m
ol A et B> o0 sont des constantes et | X|* = ¥ x7. Ces hypothéses con-
i=1

cernant le coefficient ¢ (#, X) ont été appelées brievement hypotheses (H).

En admettant ces hypotheses, nous avons exposé un procédé permettant
de déterminer la solution fondamentale de I’équation (1). Cette solution fonda-
mentale a été représentée par la somme d’une série, et nous avons démontré
la convergence de cette série en construisant une majorante convenable ®,

Dans le présent travail (Note I et II) nous allons exposer un procédé
permettant de déterminer la solution fondamentale de 1'équation (1) sous
les mémes hypothéses sur les coefficients a;; (¢, X) et 4; (£, X) et sous les
hypothéses moins restrictives sur le coefficient ¢ (¢, X). Nous supposons notam-
ment que ce coefficient est continu dans la couche @, borné dans chaque

(*) Chaque Note a son propre index bibliographique. La numerotage des formules est
commune a toutes les deux Notes.

(**) Nella seduta del 10 marzo 1962.
(1) Pour les autres recherches concernant la solution fondamentale des équations para-
boliques aux coefficients non bornés voir S. ITO [4], S. EIDELMAN [1], J. ZITOMIRSKIJ [8].
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sous—ensemble borné de @, lipschitzien par rapport & X et qu’il satisfait &
I'inégalité

(2) c(f,X) < A*|X]"+ B,

A et B étant des constantes. Ces nouvelles hypothéses concernant le coeffi-
cient ¢ (¢, X) seront appelées hypothéses (H).

Dans la Note I nous exposons certains théorémes concernant la fonction
de Green. Dans la Note II nous appliquons ces théorémes pour déterminer
la solution fondamentale.

2. Nous adoptons ici la définition de la solution fondamentale de ’équa-
tion parabolique admise dans le travail [5]. Nous appelons solution fonda-
mentale de 'équation (1) une fonction U (¢, X ; s,Y) jouissant des propriétés
suivantes.

1° U@, X;s,Y) est continue dans ’ensemble §:74 < s<t< T,
o< t—s<T, (T, <T—12),Xe8" Ye&” admet les dérivées U.,, U, +;
(¢,j=1,---,m) U, continues a l'intérieur de 8 et satisfait & I’équation (1)
en tant que fonction du point (¢, X) ®; _

2° ¢ (Y) étant une fonction continue dans &”, s’annulant en dehors
d’une sphere (dépendant de la fonction ¢ (Y) elle-méme), on a, pour X € 8”,
t, < s << T, Dégalité

3 lim [ U@, X;s5,Y)9(Y)dY =0 (X)®,
I—>s
X—)Xom

3. Dans la suite de la Note interviendra la notion de la fonction de Green,
dont la définition va suivre. Soit S un domaine (ouvert) de l’espace 8",
S sa fermeture, F(S) sa frontiére. Considérons le domaine cylindrique
D =SX(%,T); désignons par D sa fermeture, par ¢ sa surface latérale
F(S)X(%,T), par S, la partie de sa frontitre située sur I'hyperplan # = ¢,
(base inférieure de D). Nous appelons fonction de Green relative i 'équa-
tion (1) et au domaine D une fonction G (¢, X ; 5,Y) jouissant des propriétés
suivantes: ,

1° G(,X;s,Y) est continue dans l'ensemble 9©:XeS, YeS,
te<s<<t<<T,o<t—s<T, (T, <T—¢), admet les dérivées G,',i , G‘;ixj
(z‘,jzl I‘{,',- -ym), G; continues & l'intérieur de I’ensemble D et satisfait
a I’équation (1) en tant que fonction du point (¢, X);

2°ona G, X;s5,Y)=o0 pour (¢, X)eo, (s,Y)eD, o< t—s<T,;

(2) 11 peut arriver que T = oo et que T; = o0.

(3). Cette derniére condition a été énoncée dans [5] sous la forme moins restrictive, mais
il est évident que la solution fondamentale déterminée dans [5] satisfait bien 4 la condition 2°
sous la forme admise dans la Note présente.
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3° ¢ (Y) étant une fonction continue pour Y €S, s’annulant en dehors
d’'une sphere contenue dans S, on a

(4) lim /G(t,X;s,Y)cp(Y)dY=cp(X) pour XeS , 4, <s<<T.
I—>s
X——)XQ/

4. Nous allons démontrer certains lemmes dont nous ferons 1'usage dans
la suite. Posons

Fo(u) = X a;; (¢, X) e 4 2065 (£, X) "y — 1 = O
J=1I

i, /=1
et considérons 1’équation
(s) F)=F,(u)+ct,X)u=f@,X),

dont les coefficients, ainsi que la fonction f (¢, X), sont définis dans le domaine
D qui est cette fois borné par hypothése. On suppose que la forme 9 (A)
(voir n-ro 1) est définie positive et que le coefficient ¢ (¢, X) est borné
supérieurement. Nous allons démontrer le lemme suivant.

LEMME 1. — Soit u(¢t,X) wune solution de Iéquation (5) réguliére ®
dans Densemble D* = D + S, + 6 non négative (nom positive) aux points
de lensemble S, + 6. Silon a f(¢t,X) <o (resp. f(¢t,X) = 0) dans D, on a
w(t,X) = o (resp. u(t,X) < 0) dans I'ensemble D*.

Démonstration. — Posons

u(t,X)=uv(,X) e,
ol ¢, >>sup ¢ (¢, X) est un nombre constant. La fonction v (¢, X) satisfait a
l’e’quationD ‘
(6) Fo@ 4+ [c @, X)—clv=7F@ X)e ",

ot ¢ (¢, X) — ¢, << 0, le second membre de I’équation (6) étant non positif.
On a v (¢, X) > o aux points de S, + 6. Il résulte des propriétés des extrema
des solutions des équations paraboliques (voir M. Gevrey [3], M. Picone [6])
quon av(#,X)>o0 et ar suite % (¢, X) > o dans D*.

LEMME 2. - Soit V¢, X ; s, Y) une fonction déterminée dans ensemble D
(voir m—ro 3), le domaine D étant supposé borné. On suppose que la fonction
Vi(z, X 5,Y) est continue dans D, admet les dérivées V;i ’V;; % G, j=1,---,m),
V}‘contz'nues a Uintérieur de D et satisfait aux conditions suivantes:

i) on a F(V) <o (F(V) >0) & lintérieur de D (les dérivations dans
F (V) étant effectuées relativement aux variables x; et t);

i) ona V(t,X;s,Y) >0 (resp. V(¢,X;5,Y) <0) pour (¢,X) co,
(s,Y)eD;

. . !
.»(lrjzly"':m);uz

C’est a dire, continue dans D¥, admettant les dérivées 2. , 2
xi xi x]

continues dans D.
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iii) @ (Y) étant une fonction continue et non négative pour Y €S, s annu-
lant en dehors d’'une sphére située dans S, il existe la limite

7 lim [V (#,X;s,Y)e(Y)dY=¢ (X)
pour X €S, 1, < s << T,y (X) étant une fonction non négative (resp. non po-
sitive) dans S.

Ceci étant supposé, on a V (¢t,X;s,Y) >0 (resp. V(¢,X;s5,Y) <0)
dans .

Démonstration. — Supposons qu’il ex1ste un point (¢, X ;§, Y) a Pin-
térieur de ’ensemble D, tel que V(z X5, Y)<o Il existe dans &” un
voisinage (»(Y)CS du point Y, tel qu'on a V(z‘ X;5 ,Y)<Z o pour Yeco(Y)
Soit ¢ (Y) une fonction positive dans o (Y) s annulant en dehors de o (7).
Considérons la fonction

\/V(x,x;s‘“,v)cp(v)dy pour §<¢<T,XeS
z2(t,X) =

¢ (X) pour #=75,XeS.

C’est une fonction continue dans S X [§,T), satisfaisant a I’ inégalité
F () < o a l'intérieur de cet ensemble. Il est évident que = (;, )2) < 0.0ril
résulte des hypothéses ii) et iii) qu'on a z (¢, X)>o pour (#, X)e 6,5< ¢t < T
et z2(§, X) >0 pour X €S. D’aprés le lemme 1 et I’hypothése i) on a
z (¢, X) = o dans S><(s T) et en particulier z(t X) >0, ce qui est con-
traire 4 I'inégalité z (7, X) < 0. On a donc V (¢, X ; s Y)> o dans 9 ©.

5. Nous supposons, de méme qu’au n-ro 4, que le domaine D est borné.
Les théoremes qui vont suivre concernent les propriétés de la fonction de
Green relative a 1’équation (1) et au domaine D, supposée existente. Quant
aux coefficients de I’équation (1) nous admettons ici les mémes hypothéses
que nous avons faites au n—ro 4 sur les coefficients de I’équation ().

- THEOREME 1. — La fonction de Green G (¢, X ;s,Y) est non négative.

Pour la démonstration il suffit d’appliquer Ie lemme 2 4 la fonction
G@#,X;s,Y).

THEOREME 2. = La fonction de Green G (¢,X ;s,Y) relative & I'équa-
tion (1) et au domaine D ne dépend pas des valeurs a’es coeﬁiczem‘s de cette équa-
tion aux' pomz‘s extérieurs a D.

Démonstration. — Considérons deux opérateurs F, () et F,(») de la
méme forme que F (u) dont les coefficients sont identiques & ceux de F (x)
dans D, mais peuvent en différer en dehors de D. Soient G; (¢, X ;s,Y) les
fonctions de Green relatives au domaine D et aux équations F; (%) = o
(#=1, 2). Il'suffit de démontrer qu'on a G,(#,X;s,Y) =G, (#, X;s,Y)

(5) Un raisonnement analogue a été appliqué par W. FELLER dans [2].
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dans ®. A cet effet nous appliquons le lemme 2 3 la différence G, (z, X;
sY)—G,(z,X;s,Y).

6. Nous supposons maintenant que les coefficients de I’équation (1)
satisfont aux hypotheéses admises dans le travail [5] (voir n—ro 1), et en
particulier que le coefficient ¢ (#, X) satisfait aux hypothéses (H). Il existe
alors la solution fondamentale U (¢, X ; s, Y) de I’équation (1) (voir n-ro 2)
non négative dans 8 (voir [5]), Nous allons démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 3.-G (#,X s, Y) étant la fonction de Greenm relative au
domaine D et & Iéquation (1), on a dans D linégalité

) G(t,X;s,Y)_<_U(t‘,X;:,Y).

Démonstration. — La fonction U (¢,X;s,Y) étant non négative dans
S et en particulier pour (¢, X)ec, (s,Y)eD, o< ¢—s5 < T,, on démontre
le théoréme 3 en appliquant le lemme 2 & la différence U (z, X ;s,Y)
—G(#,X;s,Y).

Les hypothéses sur les coefficients de I’équation (1) admises au n—ro I
sont suffisantes pour assurer I’existence de la fonction de Green relative 2
I’équation (1) et au domaine D supposé borné. Pour tout ce que concerne
la détermination de la fonction de Green voir M. Gevrey [3], S. It6 [4], W. Po-
gorzelski [7].
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