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Analisi matematica. — Sur la solution fondamentale de Vequation 
linéaire normale du type parabolique dont le dernier coefficient est 
non borné. Nota I r) di M ir o s l a w  K r z y z a n s k i , presentata (**} dal 
Socio M. P i c o n e .

1. Dans le travail [5] de M onsieur A. Szybiak et moi nous avons consi- 
déré l ’éqùation linéaire norm ale, homogène, du type parabolique

m m

( I ) F  ( u )  =  'jmm/ ^ i j  f  f X ) U x  ̂X - H~ é̂mìd ^3 f  > X ) U x , U f ~j~ C f  , X ) U    O
* , y = i  * J  3 = i J

{O'ij G'ji) >
dont les coefficients sont définis dans une conche 0  : 4 < V < T ,  X (xLÌ • • • yx m) e  
(&m é tan t l ’espace euclidien à m  dimensions). On a supposé que les coeffi
cients (t , X) et bj ( t , X) (i , j  =  1 , • • *, ni) sont continus et bornés dans 
0, ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’au 3-m e ordre, et q u ’il existe un 
nom bre aQ o tei que l ’on ait

m m

31 (A) =  2  an  ( t , X) \  Xy >  «0 X  n
i,j= x k=i

pour ( / ,  X) e  0  e t  pour to u t vecteur A (X, , • • - , \ m).
Q uant au coefficient c(t, X), nous avons supposé qu ’il est continu dans 

0, lipschitzien par rapport à X et satisfait à l ’inégalité

\c ( t , X) | <; A 2 1 X |2 +  B ,
m

où A  et B > 0  sont des constantes et |X |2 =  ^ ^ .  Ces hypotheses con-
i— 1

cernànt le coefficient c ( t , X) on t été appelées brièvem ent hypotheses (H).
E n ad m ettan t ces hypotheses, nous avons exposé un procédé p erm ettan t 

de déterm iner la solution fondam entale de l ’équation (1). Cette solution fonda- 
m entale a été représentée p ar la somme d ’une sèrie, et nous avons dém ontré 
la convergence de cette sèrie en constru isant une m ajoran te convenable (lb 

D ans le présent trava il (Note I et II) nous allons exposer un procédé 
p erm e ttan t de déterm iner la solution fondam entale de l ’équation (1) sous 
Iqs mèmes hypotheses sur les coefficients a{j ( t , X) e t bj ( t , X) et sous les 
hypotheses moins restrictives sur le coefficient c (t , X). Nous supposons notam - 
m ent que ce coefficient est continu dans la couche 0, borné dans chaque

(*) Chaque Note a son propre index bibliographique. La numerotage des formules est 
commune à toutes les deux Notes.

(**) Nella seduta del io  marzo 1962.
(1) Pour les autres recherches concernant la solution fondamentale des equations para- 

boliques aux coefficients non bornés voir S. Ito [4], S. Eidelman [i], J. ZlTOMlRSKIJ [8].
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sous-ensem ble borné de 0, lipschitzien par rap p o rt à X et qu ’il satisfait à 
l’inégalité

(2) c ( t , X) <  A 2 1 X |2 +  B ,

A et B é tan t des constantes. Ces nouvelles hypothèses concernant le coeffi
cient c ( t\  X) seront appelées hypothèses (H).

Dans la N ote I nous exposons certains théorèmes concernant la fonction 
de Green. D ans la N ote II nous appliquons ces théorèmes pour déterm iner 
la solution fondam entale.

2. Nous adoptons ici la définition de la solution fondam entale d e .l’èqua- 
tion parabolique adm ise dans le trava il [5]. Nous appelons solution fonda- 
mentale de l ’équation (1) une fonction U  ( t , X ; s , Y) jouissant des propriétés 
suivantes.

i° U  (t , X ; s .y Y) est continue dans l ’ensemble S : tQ <  s <  t  <f T , 
o < f t  —  s <f T x (Tj <  T — tQ) , X e  Y e  &m, adm et les dérivées XJ'x . , Xl'J.x .
(i , j  = i , *  • - , m)  continues à l ’in térieur de § et satisfait à l ’équation (1) 
en ta n t que fonction du poin t f t , X) (2) 3;

2° <p (Y) é tan t une fonction continue dans s’annu lan t en dehors 
d ’une sphère (dépendant de la fonction 9 (Y) elle-m èm e), on a, pour X e ^ ,  
tQ <   ̂<  T, l’égalité

(3) tx ->x
lira J  U  ( t , X  ; s ,Y) ?  (Y) dY =  9 (X) (3)

3. Dans la suite de la Note interviendra la notion de la fonction de Green, 
don t la définition va suivre. Soit S un  dom aine (ouvert) de l’espace 
S sa ferm ettire, F  (S) sa frontière. Considérons le dom aine cylindrique 
D =  S X (4 > T) ; désignons par D sa ferm eture, p ar a sa surface latérale 
F  (S) X (tQ , T), par SG la partie  de sa frontière située sur Thyperplan t  — tQ 
(base inférieure de D). Nous appelons fonction de Green relative à l ’équa- 
tion (1) et au dom aine D une fonction G { t , X ; s ,Y) jouissant des propriétés 
suivantes:

i° G ( t , X ; s , Y) est continue dans l ’ensemble 3) : X e S , Y e S  ,
tQ< ls t <f T  , o <  /  — s < ^ T X (Tz <  T  —  4), adm et les dérivées G ^., Gx .x .< ■ / , { ' 1 * j
( i y j ~  i , • i - - , m) , . Gi  continues à l ’in térieur de l ’ensemble 0) et satisfait 
à l ’équation (i) en ta n t que fonction du point { t , X) ;

2° on a G ( t , X ;  s ,Y) — o pour (t, X) gcj, (s ,Y) e D ,  o <^ t  —  s < f T x ;

(2) Il peut arriver que T =  00 et que Ti =  00.
(3) Cette dernière condition a été énoncée dans [5] sous la forme moins restrictive, mais 

il est evident que la solution fondamentale déterminée dans [5] satisfait bien à ia condition 2° 
sous la forme admise dans la Note présente.
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3° 9 (Y) é ta n t une fonction continue pour Y e S , s’annu lan t en dehors 
d ’une sphère contenue dans S, on a

(4) lim  /  G ( t , X ; , Y) 9 (Y) dY =  9 (X) pour X e S  , 4  <   ̂<  T.
I

x ^ x  §

4. Nous allons dém ontrer certains lemmes dont nous ferons P usage dans 
la suite. Posons

ho f f )  •— &ij (f y X) MxjX • ~f~ 5 ) bj (t y X) U x  • — o
i , j — I 1 J j =  I J

et considérons Péquation

(5) F  (u) =  F0 (u) +  c ( t , X ) u  = /  ( t , X) ,

don t les coefficients, ainsi que la fonction f  ( t , X), sont definis dans le dom aine 
D qui est ce tte  fois borne, p a r hypothèse. On suppose que la forme 31 (A) 
(voir n -ro  1) est définie positive et que le coefficient c ( t , X) est borné 
supérieurem ent. Nous allons dém ontrer le lemme suivant.

L em m e  i . — Soit u  ( t , X) une solution de Vequation (5) règulière 
dans V ensemble D* =  D -f- SQ -f- a non negative (non positive) aux points 
de Vensemble Sc +  a. S i  Ton a f  ( t , X) <  o (resp. f  ( t , X) >  o) dans D, on a 
u ( t , X) >  o (resp. u ( t  Ì X ) <  o) dans Vensemble D*.

Demonstration. -  Posons

u  ( /  , X) == v ( t , X) 

où cQ >  sup c ( t , X) est un nom bre constant. La fonction v ( t , X) satisfait à
D

Péquation

(6) F0 (v) +  [ c ( t , X )  —  c0] v = f ( t ,  X) ,

où c ( t , X) —  c0 <  o, le second m em bre de Péquation (6) é tan t non positif. 
On a v (t , X )  > 0  aux points de SG +  cr. Il résulte des propriétés des extrem a 
des solutions des équations paraboliques (voir M. Gevrey [3], M. Picone [6]) 
q u ’on a v ( t , X) >  o et par suite u ( t , X) > 0  dans D*.

L em m e  2. — Soit V  (f , X ; s , Y) une fonction déterminée dans Vensemble % 
(voir n -ro  3), le domaine D étant suppose borne. On suppose que la fonction 
V  ( t , X ; s , Y) est continue dans 0 , admet les dérivées V). ,V*..r. (i , j ~ i  , • • - , ni) , 
V/ continues à V interieur de O et satisfait aux conditions suivantes :

i) on a F  (V) <C o (F  (V) >  o) à Vintérieur de (les derivations dans 
F (V) étant effectuées relativement aux variables x { et t)\

ii) on a V  (/ , X ; s Y) >  o (resp. V  (/ , X ; s ,Y) <  o) pour ( t , X) e  a , 
(s ,Y) e D;

(4) C’est à dire, continue dans D*, admettant les dérivées ux ,ux {i , j  =  i , - • - , m ) , utxi xi xj
continues dans D.
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ili) 9 (Y) ètant une fonction continue et non negative pour  Y e  S , s ’annu- 
lant en dehors d'une sphere située dans S, i l  existe la lim ite

(7) lim f v ( t , X ; s , Y) 9 (Y) d Y =  (X)
/—> j /

x->x sy

X e S ,  t0 <L s < ' T , ^ (X) ètant une fonction non negative (resp. non po
sitive) dans S.

Ceci ètant supposè, on a V  ( t , X  ; s ,Y) >  o (resp. V  ( t , X  ; s ,Y) <: o) 
dans 0 .

Démonstration. -  Supposons q u ’il existe un point ( ? , X ; j , Y )  à Pin- 
térieur de Pensemble 3), tel que V  ( t , X ; £, Y) << o . Il existe dans &m un 
voisinage (o (Y )c S  du poin t Y, tel q u ’on a V  (t, X  ; s , Y ) < f o  pour Y e  co(Y). 
Soit 9 (Y) une fonction positive dans co (Y), s’annu lan t en dehors de co (Y). 
Considérons la fonction

( f v ( t , X ;  S , Y)  9 (Y) dY pour j < / <  T,  X e S  
* ( ' . X ) =  V

' ^ (X) pour t  — s , X  S .

C ’ est une fonction continue dans S X | \ y,T) ,  satisfaisant à Pinégalité 
F  (z) <L o à P intérieur de cet ensemble. Il est évident que z ( t , X) < ; o . Or il 
résulte des hypotheses ii) et iii) q u ’on a z (t, X )>  o pour ( t , X) e  g , s< f t  < f T  
et z  (s , X) >  o pour X e S .  D ’après le lem m e 1 et Phypothèse i) on a 
z ( t , X) >  0 dans S x ( / , T )  et en particu lier z (t > X) >  o , ce qui est con
traire  à Pinégalité £ (? , X) <  o . On a done V ( t , X ; ^ , Y) >  o dans 0  (5).

5. Nous supposons, de m èm e q u ’au n -ro  4, que le dom aine D est borné. 
Les théorèm es qui vont suivre concernent les propriétés de la fonction de 
Green relatiye à Péquation (1) et au dom aine D, supposée existente. Q uan t 
aux  coefficients de Péquation (1) nous adm ettons ici les m èm es hypothèses 
que nods avons faites au n -ro  4 sur les coefficients de Péquation (5).

T h eo rem  E i. -  L a  fonction de Green G ( t , X  ] s ,Y ) est non négative. 
Pour la dém onstration il suffit d ’appliquer le- lemme 2 à la fonction

G ( / , X ; j , Y) .
T h ÉORÈME 2. — L a  fonction de Green G  ( t , X  ; s , Y ) relative à Vèqua- 

tion (1) et au domarne D ne dèpend pas des valeurs des coefficients de cette équa- 
tion du x 'p o in ts  extèrieurs à D.

Démonstration. -  Considérons deux opérateurs Fz (u) et F 2 (u) de la 
m èm e forme que F  (u), dont les coefficients sont identiques à ceux de F  (u) 
dans D, mais peuvent en différer en dehors de D. Soient Gì ( t , X  ; s > Y) les 
fonctions de Green relatives au dom aine D et aux équations F* (u) =  o 
( i =  1 , 2) .  I l 1 suffit de dém ontrer q u ’on a Gx (/ ,■ X ; j  ,Y) =  G2 ( t , X  ; s >Y)

(5) Un raisonnement analogue a été appliqué par W. FELLER dans [2].
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dans À  cet effet nous appliquons le lemme 2 à la différence Gx ( t , X ; 
s , Y )  —  Ga (t ,  X

6. Nous supposons m ain ten an t que les coefficients de Péquation (1) 
satisfont aux hypotheses admises dans le travail [5] (voir n -ro  1), et en 
particu lier que le coefficient c ( t , X) satisfait aux hypothèses (H). Il existe 
alors la solution fondam entale U  ( t , X ; s , Y) de Péquation (1) (voir n -ro  2) 
non négative dans S (voir [5]), Nous allons dém ontrer le théorèm e suivant: 

ThÉORÈME 3. -  G (/ , X ; Y) étant la fonction de Green relative au 
domaine D et à Vequation (1), on a dans 3) Vinégalité

(8) G ( / , X ; j , Y ) ^ U ( * , X ; j , Y) .

Demonstration. -  La fonction U  ( / ,  X ; s ,Y) é tan t non négative dans 
S et en particu lier pour (/ , X) e  cr,. (j Y) e  D , o <  t  —  j  <  T x , on dém ontre 
le théorèm e 3 en app liquan t le lemme 2 à la différenrce U ( j f , X ; j , Y )
—  G ( t , X ; s , Y ) .

Les hypothèses sur les coefficients de l ’équation (1) admises au n -ro  1 
sont suffisantes pour assurer h existence de la fonction de Green relative à 
l ’équation (1) et au dom aine D supposé borné. Pour to u t ce que concerne 
la déterm ination  de la fonction de Green voir M. Gevrey [3], S. Ito  [4], W. Po- 
gorzelski [7].
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