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Analisi matematica. — S u i coefficienti d i Gegenbauer—Stieltjes 
di una funzione non decrescente^. N ota di A l e s s a n d r o  O s s i c i n i ,  

presentata (**} dal Socio M. P i c o n e .

1. In  questo lavoro ci proponiam o di determ inare le condizioni ne
cessarie e sufficienti affinché u n ’ assegnata successione di num eri reali 
{an} (n =  o , 1 , 2 , • • •), sia quella dei coefficienti di G egenbauer-S tieltjes [cioè 
rispetto  al sistem a dei polinom i ultrasferici P ^ ( # ) ] :

Ì
i

a„ =  lil) f (1 — x*) 2 (x) d<p (x) ,

I TW _  22?l’~ I [r(A)]2 ( n - \ - \ ) n  1 
\ " 7 tr («  +  2 x) ’

(» =  o , 1 ,2  ; (— < X < i )

di una funzione <p (x) non decrescente.
Per tra tta re  la questione è necessario prem ettere un  particolare sviluppo 

in serie di polinomi ultrasferici.

2. Consideriamo lo sviluppo di x m (con m  in tero e positivo) secondo i 
polinomi ultrasferici ([1] p. 163):

(2.1)
r  (A) m  ! l^ ] (m — 2 s +  A) s (x)

2m s \ T ( m  — j  +  X +  1)

e i polinom i di T chebychef di prim a specie

/  • _ \ rp / v n X * (■— i )m (n— m  — i ) ì ( 2 x)n(2.2) , To (x) =  I , T n ( x ) = ~  2 * -—  ■ , >   v, ;x v '  2 “ Q m \ [n — 2 m )l

A causa della (2.1) si o ttiene

(2 .3) T0(*) =  P‘0X)(x) =  1

n >  1 ,

(2.4) T ,( .,) -A r (x )‘f ' ( - ■ ) -  X  1 (— »»■-»»+» „ w
s ì  r  (n —  2 m  — j+ .X  +  i)

coll’avvertenza che se n è pari, la som m a in terna, per m  =  — , va sostitu ita  
col valore 1.

(*) Lavoro del gruppo di ricerca N. 22 del C.N.R. eseguito presso l’Istituto Nazionale 
per le Applicazioni del Calcolo.

(**) Nella seduta del io  marzo 1962.
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L a (2.4) può m ettersi so tto  la forma
[n/2]

(2.5) T„ (x) =  T (X) £  (n —  2 »*+X) K™, p £ i a w(*) ,
W =0

ove denota

K ttO ' y * ________ (— 1)* (n — s —  1) !_________
n,m 2 ~ Q s ì T ( n  — m  — s 1) {m — j) !

Ora in base alla n o ta  relazione ([2] p. 162)

± ( : ) ( z , ) = r j )
si ha

/  tV «_______F (X +  i) (n m 1 ) ! _____
n,m ~~ 2 ' '  mi  r  (n — m  +  X +  1) T  (X — m  +  1)

e quindi

(2 .6) T .(» )  =  f  X[r(X)l- 2  +

3. A ccanto ai coefficienti definiti da (1.1) introduciam o altri num eri 
bQ , bx , b2' • • definiti dalla form ula seguente (ove si è posto 0 =  arcos x ,  
o ^  0 <; 7r)

1
(3.1) bn — - ^ - i ( i  —  x*) 2 cos ?z0 d<p (#) .

I num eri bn si esprim ono linearm ente per mezzo dei coefficienti an. Si ha 
in fa tti per le (2.3), (2.6), poiché T n (cos 0) =  cos nfì :

(3-2)
T̂ r (2 x)

2 ^ x [r (x )]a

(3-3) b,
Tznk (—  i)m (n —  m — 1) ! T (n —  2 m 2X)

22^+i m^o m]- (n —  2m) \ T  (n— m +  X -f- 1) T (X— m +  1) a'n~'2-m

Viceversa i coefficienti. an possono esprimersi linearm ente per mezzo dei bn . 
B asta ricordare che ([3] p. 94).

[*/2]
(3-4) P^Ccos 0) =  2  K* a»->« cos(« — 2 m) 0 , (n — o, i , 2 , • • •),

m = o

oye
T(é +  X) _  ( I (se k  =  o)

k k\ r  (X) ’ k I 2 (se A =1=0)
per o ttenere

(3-5) a» =  ~— 2  s„_2w(**)b (w +  X , n — m +  X)
w=o \w /

(« — 0 , 1 ,2  • •)

avendo fa tto  uso della funzione euleriana Beta.
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4. D im ostriam o ora il seguente teorema:
Condizione necessaria e sufficiente affinché una data successione d i numeri 

reali {an} sia la successione dei coefficienti di Gegenbauer-Stieltjes di una fu n 
zione 9 (x) non decrescente è che costruita la corrispondente successione { bn} 
definita fa lle  (3.2), (3.3) e posto

b0 bx b 2,
bx bQ bx

bn
bn ̂fi--

bn bn—j bn—2 ■ ■ * bQ

si verifichi uno dei seguenti casi:
I) per un certo k >  o si ha T>n >  o (n =  o 1 , • • • k  —  1) , D„ =  o 

(n > k ) \
II) tu tti i determinanti Dn sono positivi.

Dimostrazione. -  L a condizione è necessaria. Sia cp (x) non decrescente 
in (—  1 , 1); poiché cos nQ è continua in (—  1 , 1), detto  ^ (x) l’integrale inde-

^__1
finito nel senso di S tieltjes della funzione (1 — x 2) 2 continua rispetto  alla
funzione non decrescente 9 (x), cioè

X

(4.1) <j> (x) =  c +  f  (i — t*) 2 d<p (?)

si ha ([4] p. 436)

(4.2)
X - -

( i —  x 2) 2 cos ndd<p (x) =  / cos nd d<p (x) .

L a funzione fj; (x) definita dalla (4.1) è non decrescente.
C onsiderati in fa tti due pun ti , tz < ^t2 in (— 1 ,1 )  si ha per il teorem a 

della rfiedia ([4], p. 433)

'J' (4 ) — (4 ) =  (1 — [? (4 ) — 9 (4)]

ove £ è un punto  di (tx , tj). D alla non decrescenza della <p'(x) segue quindi 
la non decrescenza della (x).

Consideriam o ora per ogni intero k  >  o la seguente form a herm itiana 
nelle k  + 1 1 variabili # complesse (A> » & , > * • •, \hk :

•3) ([Lo , • * * ftj) : ( I - O 4
l ----

[Lft *,inQ + , V-n e~ in§ • d9 (x) =

k k r k k
— 2  - 2  l1* / ( i— x 2) 2 cos (n— m)Qd<p(x) = — 2  2  ^  \hm
2  n —o m = o  J  2 n —o m = 0

cos (n —- m) 0d^ (x)
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ed osserviamo che la (4.3) per la (3.1) si può scrivere
k  k

( 4 * 4 )  (P*o i f̂ *i ’ ’ ’ — m  •
n = o  m =  o

O vviam ente la (4.4) è definita o sem idefinita positiva; esaminiam o sotto 
quali condizioni può essere semidefinita. Ricordando (4.1) e (4.2) si vede che 
può risultare EU =  o per valori non tu t ti  nulli delle [Lk se <{/ (x) è funzione di 
ripartiz ione di masse positive concentrate in quei p un ti di (— 1 , 1) che corri
spondono a valori di 0 verificanti le due equazioni

2  V-n e~M =  o .

L a condizione necessaria risu lta  quindi d im ostrata  se teniam o conto 
di un teorem a del G hizzetti [5] sui coefficienti di L egendre-S tieltjes. Il 
caso I della tesi del teorem a si verifica se ^ (x) è del tipo

2 ’T  1 se k  è pari; e del tipo k — 1

k
° * T oppure

se k è dispari1 <*>

La condizione è sufficiente. Sia {an} una successione verificante uno dei 
prim i due casi del teorem a (onde in particolare bQ >  o).

Le forme herm itiane (p0 , ^  , • • •, sono tu tte  definite o semide
finite positive, ne segue che le funzioni

[4-5] (*) = -H ,
Jk%

* sen0 * \U  + r ’ Vk+i  
sono non negative in (— 1 , 1) e quindi che le

(4.6)

X

4 4 )  =  f at (?)àt (k =  o , 1 ,2  , • • •)

sono qon decrescenti in tale intervallo. Facciamo vedere che queste (x) 
per l ’ipotesi fa tte  sono equilim itate  in (— 1 , 1).

Poiché la (4.4) può scriversi
k k  k— i

(M-o » ^  ,• • -, Ha) =  h  2 | F » r +  2 4 *  V-»+i +  V-»

si ricaya dalla: (4,5).

Gk ( x )  =
I

tc sen 0 +  2 2 )
-l ~h I

k -f-1 bi cos /0

ovvéro

(4-7) (x)
tc sen 0h r  2 * - k 4- I bi cos /0

ove s/ h a  il significato già detto .

(1) Una funzione -ty (x) non decrescente in (-— 1 , 1) è detta del tipo ( r , s) quando 
è una funzione di ripartizione di r  s masse positive concentrate in altrettanti punti di 
(— 1 , 1) di cui r  situati agli estremi di tale intervallo ed  ̂ interni ad esso.
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Si ha successivamente:

O ^  (x) <  tyk (1) =  / Ok (x) dx  =

5t

2 / I /  / -fi
tu J  sen 0 \£ ? 0 £/ £ +  1

o
bi cos /0 sen 0 d0 =  2 bQ.

Allora per un noto teorema di Helly ([6] p. 13) dalla successione { 4^ 0 0 } 
si può estrarre una successione parziale {4^. 0*0} che in (— 1 , 1) converga 
quasi ovunque verso una 4 0*0 non decrescente:

(4.8) lim . (*) =  4 (x) .
j  —> 00 J

Calcoliamo ora i seguenti coefficienti

(4 -9) a l = l (» j  P ^ ( x ) d ^ ( x ) .
-- X

In base alla (4.6) si ha

a*n — I (cos 0) (cos 0) sen 0 d0

l _ l I  t>(»
k 4~ 1

e quindi poiché

(cos 0) cos /0 d0 =
TCOCw 0C-•in — m

bi / P jr (cos 0) cos /0 d0

se /  =  n — =  [n/2]
o in ogni altro caso

o
ponendo /  .= n —■ 2 m  nell’ultim a sommatoria risulta

(a t/VN /7*   0 £ /è « « AI UJ — 2  Ln ^  c-n — 2 m ----------—-------------  U~n — m On — o.m
o < m <  [n/2] k  4 ~ I

m > n — k

passiamo ora a calcolare il lim a*n. Possiamo nella (4.10) già supporre k  >  n

e scrivere,
k->oo

[nfz]
f  *  ̂ t(M i* V ' k — «4- 2 m +  I 7lim *2̂  — 2 1̂  lim |  ̂ m bn — 2.m —

£ ->oo

22**(n + X)

£->oo m = o  

[ni  2]
B (m -f- X , n —  m-\~y^)bn^^

lim  4 * = •
£-> oo

e quindi per la (3,5) 

(4.11)
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In  base alle (4.8) (4.11) se dim ostriam o che

(4.12) lim / (x) d [tyk . (x) — + (x)] =  o
J-+00J J

potrem o affermare che per la successione { a n} si ha
1

an = l P [  P ^ \ x ) d ^ { x )
J—  I

con tp (x) non decrescente in (—  1 ,1 ) .
In tegrando per p a r ti e tenuto  conto che tyk (— 1) — ^ (— 1) =  o , (1) ==

4̂ (1) =  2 bQ si ricava
1 1

j  pW (x) d ( X )  —  4, ( x ) ] = — j - £ .  Pi»  (x) . [ h .  (x) -  4» (*)] dx
—  I  —  I

e poiché ([3] p. 81 e p. 166)

- ^ P « ( * )  =  2 X P  ?±?(x) P f  ( * ) l ^
r  (2 X +  n) 
n \ r  (2 X)

ne segue
d

dx
>(k) O M 'h,- (*):■ ■ 'I' O)] < 4 ^0x r  (2x4-^  +  1) 

in — 1) ! r  (2X +  2)

Si può allora passare al lim ite, per 7 -^ 0 0  sotto  il segno d ’integrale ed 
o ttenere in v irtù  della (4.8) la (4.12).

A bbiam o d im ostrato  quindi che se la successione {an} verifica uno dei 
casi dell’enunciato del teorem a si ha

a» =  I»X) / P.l)(*).d<K*)

con <]/ (x) non decrescente nell’intervallo  (— 1 , 1). 
Consideriam o la funzione (2)

(4 -13) ? (x) =  -C + #  00

(1 - 4  •

L a (4.13) per l ’osservazione fa tta  a ll’inizio del n. 4 è non decrescente per 
— 1 < r <  1.

Indicato  ora con T 5 l ’intervallo  T 8 =  [—  1 +  S <  v <  1 —  S] abbiam o
([7] P- 76]

(4-H ) / P ^ l »  d'l> (x) =  / (1— x*) 2 P™(x)4 )/ (x)

( 1 — x2) 2

1-----.
 ̂ — =  / ( r— ' 2 P»*’>(x) d<P 0*0

(2) Non è escluso che l’integrale a secondo membro della (4.13) possa risultare uguale 
a +  00 per x  — \ e a — 00 per x =■ — 1.
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al tendere di $ ->o  il prim o m em bro della (4.14) tende al num ero finito an/ I ^  
e si può quindi scrivere

1

a» = I ^ J
— I

resta così d im ostrata  la tesi.
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