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Analisi matematica. — I l  metodo polinomiale nei problemi al 
contorno, per le equazioni integro—differenziali a derivate totali nel 
senso di Pic one. N o ta 0  di D e m e t r io  M a n g e r o n  e L. E . K r i v o -  

s e i n , presentata dal Socio M. P i c o n e .

1. La vasta mole di lavori conseguitisi in questi ultimi tempi e con­
cernenti l’elaborazione di un inquadramento unitario della teoria dei problemi 
al contorno per le equazioni differenziali lineari, si è cristallizzata soprat­
tutto nei risultati di G. Fichera, Iu. M. Berezanski, L. E. Krivosein, D. Man­
geron, . . . , relativi rispettivamente alla posizione dei problemi al contorno per 
la più generale equazione ellittico-parabolica del secondo ordine [1], allo stu­
dio dei problemi al contorno per vari operatori differenziali generali non-ellit- 
tici [2] ed alla ricerca delle soluzioni delle equazioni a derivate totali [3]-[s]
(1) [A (x) n XB (x) X [B (x) u 4- C (x) u] =  o ,

« |FR =  °  > R (x* <  X. <  X**) , 0' =  I , 2 ,- • -, 2 ri)
oppure [6] , [7]
(2) T>n u(x ,y) —■ X (n — i) !2 [A (x , y) u (x , y) +  B (x , y) Dr u (x , y)] =

(n — 1) !2 f ( x  , y)  +  X / / & (x , y  , ?, tj) X  f p ( L  V) Dp u (L  V  d? dv)
s

[D‘ u]x=a =  [D2 u \ =i =  o , (i =  o , 1 , • • •, n —  1)
$ ~  {a < x  , c \ b <Ly < d ' ] )

ove Du == u rappresenta la derivata totale di una funzione u (xT , x2 , • • •, x2n), 
introdotta dall’illustre accademico linceo M. Picone [8] e definita tramite:
/ \ ta / 22n u ( 32 u \(3) Du = u =  dXtdXa. . .dx2- (oppure D « = W J-

Nel presente lavoro si espone succintamente, riservando i dettagli per il 
«Bollettino dell’Istituto Politecnico di Iasi » (Jassy), il metodo polinomiale 
di approssimazione delle soluzioni (e delle derivate di esse) dei problemi
(4) , (5) di cui sotto, spettanti ad una classe di equazioni integro-differen- 
ziali a derivate totali più generale da quella di cui si son prese le mosse nella 
Nota lincea precedente [6].

2. Sia il problema omogeneo di Goursat
k—1 r /* m

(4) D* u ( A) +  2  pi (A) D2 « (A) — X /. / 2  M* (A , B) D2 u (B) dB = / (A ),
O J J O

$
(5) [D2 U (x , y )]x=o =  [D2 u (x , y )]y=0 =  o (i =  o , i , • • •, k —  i) ,

(*) Nella seduta del io marzo 1962.
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ove pi (A) = pìioc ,y) , M,-(A , B) == Mi(x ,y , rj) , / ( A) = f ( x , y )  sono fun-
3̂  u (x \zioni note, continue nel quadrato ■§ =  [o , i] X [o , i] , Du (A) =  *—dxdy

è la derivata totale nel senso di Picone [8], X è un parametro e u(x  ,y) 
è la soluzione ricercata. Si suppone inoltre che almeno uno dei nuclei 
M* (A , B) non si riduce identicamente allo zero in ognuno dei sottodomini 
Sx =  {o <  5 <  x  <  i ; o <7) < y  <  i} , ® — Sx .

Trascrivendo l’equazione (4) sotto la forma.

(6) M (A , B , X) 9 (B) dB = /(A )  ,

alla quale si perviene tramite la rappresentazione di cui sotto della soluzione 
del problema (4), (5)

x y

(7) u (A) =  I /  [(* — OO' — 'c)]4 - ,9 (Jf»T) d(dx =
o o

■(jZTTyp- J j  L(x — —  T)]*-1 9 (B) dB ,

si dimostra il seguente teorema.
T eo r em a  I . La soluzione del problema (4), (5), in corrispondenza al 

caso in cui X è un autovalore di rango r oppure non è un autovalore del nucleo 
M (A , B , X) (6), è data sotto la forma

(8) «.(A) =jfjf [(* — t) cy —  *)]*-* K B , À) +  X  di (B , X) dB : (k — i) \ \

oppure

(9) « (.A.) =  / /  .[(x — t) (.V —  f)]4--1 (B , X) dB : (k -  i) !%

essendovi soddisfatte nel primo caso le condizioni

(io) f  f f  (B) oc* (B , X) dB =  o , (i = 1 , 2 , • • •, r)

ove a * (A  ̂X) sono le autofunzioni del nucleo associato al nucleo M (A , B , X) , 
4» (A , X) è1 una soluzione particolare dell’equazione (6), ffc (A , X) sono le 
autofunzioni borrispondenti all’autovalore X di questa stessa equazione (6), 
dz , d2, • • - , dr sono costanti arbitrarie, mentre

(n )  $  (A , X) = /(A )  (A , B , X)/(B) dB
§

e R (A , B , X) è il nucleo risolvente del nucleo M (A , B , X).

20. —  R E N D IC O N T I 1962, Voi. XX X II, fase. 3
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3. Nel caso in cui non è noto il nucleo risolvente R (A , B , X) del nucleo 
M (A , B , X), mentre si sa che il problema (4), (5) possiede una soluzione 
2 k volte derivabile a derivate continue e 9 (A) è una funzione continua nel 
quadrato § =  [o , 1] X [o , 1], per la costruzione delle soluzioni approssi­
mate basata sulla considerazione del sistema risolvente si possono utiliz­
zare con profitto per la rappresentazione approssimata della funzione 
9 (A) i polinomi del tipo di Bernstein, studiati da A. F. Ipatov [9],

(12)
n p

(A) =  2 , ' £ f ( y : n , s : ? y T nv(x) T t s (y),

ove 9 (v : n , s : p') sono costanti da determinarsi e 

( 13) T„  (*) =  Cl x 1 (1 — x)n~ v ; Tps (y) =  CJ/  (1 — y ) * -  ■

Ne ha luogo il seguente teorema.
TEOREMA 2. -  La soluzione approssimativa del problema (4), (5) si rap­

presenta sotto la forma

(14) unp (A) =

(15)

(16)

n p

i)!
v = o  s = o

I [(*  —  0  (y. —  T ^ v ( t )T p s  ( t )  d t  d r  ,

lim unP (A) =  u (A) ,

tinp (A) u (A) | [2 (x •y)k : k !2] co y— , y__ |  , A € §

n p

mentre la soluzione approssimata cpnji (A) =  2  2  Pv* (X) T*v (A) (9/) si
v =o*

determina col sistema di n -p equazioni con altrettante incognite
i \ n  j  : p

(17) 9(*J, :» , / :^ )  — 2  É ? ( v :  * ,* : / )  /  I N, (1 : n , j  : p , B) T„v (?) T„ (4) d2 dv)
v=ot=o |_J J

+  i f f  N2 (* : n , j  : p  , B) Tnv (£) Tps (4) d£ dij
§

(* =  o, 1 ,• • - , n ; 7 =  o , 1 , • • 

iche può essere trascritto sotto la forma

—fi }  ‘- n j - . p ) ,  

> P )

(18)
n p

^  (^) 9w  — f i j  j (* — O , I , • • • , »  ; j  =  o  , 1 , • • •, p )

ove si suppone che il determinante A^ (X) del sistema (18) è diverso da 
zero, « (y , 8) è il modulo di continuità della funzione continua 9 (A), [9],

(19) |» „ (A )— PCA)l=£2»(r— A e $
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e pvs (X) sono numeri noti che figurano nelle formule

(2°) =  Pw (*) , (v =  o , i , • • •, n ; s =  o , i , • • •, p)

che si deducono dalle (18) tramite i procedimenti dell’algebra lineare.
Ha luogo la continuità uniforme nel processo del passaggio al limite

(21) lim (p„p (A) =  9 (A)
n,p  —> oo

e le radici dell’equazione

(22 ) K p  (*) =  O

si considerano come valori approssimati degli autovalori del problema (4), (5).
La valutazione dell’errore commesso spettante al modulo della differenza 

(16) può essere precisata al di là dell’indicazione dell’ordine di grandezza 
data dalla disuguaglianza (16), nell’ipotesi

(23) <* =  1 — max j j  | M (A , B , X) | dB >  o , g =  { A e  § , \  <, X ^  X2},
§

in cui ci si assicura l’esistenza e l’unicità della soluzione del problema (4), (5).

4. Tenendo conto della proprietà dei polinomi del tipo di Bernstein [9]:

(24)

ove

lim
n,p~^ 00 d x a

aa+|3 u (A) 
dxa

A e $ ,

n p

(25) B„p (A) =  ^  j  T„v (x) Tps(y)u(y : n , s : p ) ,
v =0  s ~o

ne ha luogo il seguente teorema.
Teorema* 3. -  La soluzione approssimata del problema (4), (5) tra­

mite il metodo polinomiale ed escludendovi l’impiego dei sistemi risolventi 
di equazioni integrali si presenta sotto la forma

(26)
n p

B»i> (A) =  2  '£1 T*v (x) Tps (y ) Y„p ( y , s , X) ,
V =  I  S = I

ove i numeri V„p (y , s  ,X) si determinano dal sistema
n p

(27) u (t : n , j  : p) — X  2) T (* J  , v , à) u (v : n , s : p) =  8 (i , j ) ,
V—o s=o

(i = o , i , ■ ■ ■, n , j  =  o , i ,

(28) u(y :n , s : p) — Ynp (v , j  , X) ,

(y J t 2 , * * * , fi , S =  I ) 2; , * ' • , p )  J

nelle incognite u (y : n, s : p), supponendovi il determinante (X) diverso
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da zero. (27) risulta dall’equazione

w  » ( a ) =
k—1

/  (t , t) --  2  Pr(t , t) D' u(t  , t)

+  X / / 2  M„ (if, t  , B) D« u (B) dB d  ̂dT,

ottenuta dal sistema (4) , (5), sostituendovi (25) e ponendovi inoltre x  = i :n ,
y

L'approssimazione degli autovalori del problema (4), (5) si conseguisce 
tramite la risoluzione dell’equazione
(30) (£>„p (X) =  O ,

mentre alla valutazione degli errori commessi si può giungere nel modo indi- 
cato nel punto precedente.

5. Osservazioni. — d) Il metodo polinomiale di approssimazione esco­
gitato può servire altresì, tenendovi conto delle proprietà spettanti alle equa­
zioni integrali di Volterra, al caso in cui nel problema (4), (5) si ha

(31) M* (A , B)
j K* (A , B)
) o

5 r< -r , r, <  y
^ > x , r \ > y  ; o ^  x , Z,, y  ,ri <, i .

b) Il metodo di approssimazione polinomiale schematizzato nel § 2 
e concernente previe costruzioni di sistemi di equazioni integrali risolventi 
può essere esteso al caso di equazioni integro-differenziali del tipo

(32) d * * + E 2 / * ( A )
$i+su
dx{ sy = /(A )  +  X S X m , (A ,B ) gy+e u (B) 

dt* 9-re dB

a patto che vi sia (v , r , a ., y) <  k.
c) Il metodo mentovato cui sopra può essere esteso al caso dei sistemi 

integro-differenziali

(33)
T+au
3x” 3y a 2  X  p« (A) r^_u_

dx’dy = /(A )  +  x X  ] £ m*(A ,B )
j = o 0= 0

gAs u (B) 
dtj  3t« „dB

(34)

(i =  o , i ,

[*#(A )] ,-0 =  o ; [* $ (A)lr_„ =  o

, n — i ; j  =  o , 1 , • • •, C7 —  1), (oc , v) <  f i , ( r , y )  <  a ,

mentre invece di (7) si utilizza la trasformazione integrale

(35) u (A) =  <J> (A) + j j  (x — t Y - '  (y — - i f - '  9 (B) dB : [(* — 1] ! (cr — 1) !] , 
■ -ii

ove <E> (A) soddisfa le condizioni (34).
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d) La risoluzione del problema non omogeneo di Goursat per le equa­
zioni integro-differenziali (4), (32), (33) ed altri ancora può essere proseguita 
seguendo il fruttuoso metodo recentemente elaborato dal S. Vasilache [io].

e) Nell’ipotesi in cui 8 è un dominio triangolare limitato dalle rette 
x - j - y = i , x  = o , y  = o, la risoluzione approssimata dei problemi di cui 
sopra -  sempre limitandosi al metodo polinomiale -  può essere fatta in modo 
analogo tramite l’utilizzazione dei polinomi del tipo di S. N. Bernstein

n n — i
(36) Bn (pc ;y) =  2  2  Cln CJn~-i x* y ì  (1 — x — yfi — t—J u (i : n , j  : n) ,

t = o  J = o

studiati recentemente dal S. S. Stancu [11], [12].
/ )  I metodi elaborati si possono estendere poi al caso dei domini « ret­

tangolari », considerati negli spazi ad un numero qualunque di dimensioni.

I risultati ottenuti in questo ordine di idee, come pure un’altra serie di 
ricerche spettanti alle equazioni integro-differenziali considerate ed altri 
ancora, anche nel quadro dei problemi di Dirichlet, ove si sfrutta pure 
una mole di risultati conseguiti dalla Scuola di la. V. Bykov [13], [14], costi­
tuiscono il soggetto di altre Note di prossima pubblicazione [15], [16].
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