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Analisi m atem atica. — S u i coefficienti d i Laguerre-Stieltjes d i 
una funzione non decrescente(#). N o ta  di F rancesco  R o sa t i, p re ­
s e n ta ta  (**} dal Socio M. P ic o n e .

1. Posizione del problema. -  In  questa N ota, a ttraverso  una oppor­
tuna modifica del classico problem a dei m om enti di S tieltjes [1] (l), si dànno 
le condizioni necessarie e sufficienti affinché u n ’assennata successione di 
num eri reali {ck}, sia quella dei coefficienti di L aguerre-S tieltjes

+ ° °

0 * 0  Ck ’==' ^  1̂2 j  c xL k (oc) da  (oc) , (k =  o , 1 > 2 , • • • ),

di una funzione a (oc) non decrescente in [o , -f- 00], avendo indicato con 
hk (oc) i polinom i di Laguerre definiti da

k
(1.2) L,&(x) =  ex —

dxA
- (xk e~x) =  (k !)2 ^ ( - 1/  *7

CO2 ik — /) ! (yè=0, I , 2 , ‘ • •).

A ccanto ai coefficienti (1.1) conviene considerare questi a ltri { pi/} definiti da

0-3> V-I =  (H)a - 2  (—  C  ’ ( / =  0 , 1  , 2

per cui risu lta  pure

C1-4) “  =  É w "  T r a T ’ (  ̂=  0 , 1 , 2 , . . . ) .

Con i num eri {[A/} definiti da (1.3) form iam o i seguenti determ inanti

Po ev * * *

(i-5) D« = f̂ I V* 2 Rtz + i , ( « = 0 , 1 , 2 , -

Pn V'n + x 1̂2 n

e successivam ente questi altri:

\l2 • • ' [Ln

(i-6) D'„ = >3 \St+i , ( n =  1 ,2 , -

f^ + x [L n—1

Ciò premesso sussiste il seguente teorema:

(*) Lavoro del gruppo di ricerca N. 22 del C .N .R . eseguito presso l’Is titu to  Nazionale 
per le applicazioni del Calcolo.

(**) Nella seduta del io  marzo 1962.
(1) I num eri posti tra  [ ] si riferiscono alla bibliografia posta in fine.
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TEOREMA I. -  Condizione necessaria e sufficiente affinché una data suc­
cessione {ck} d i num eri reali, sia la successione dei coefficienti d i Laguerre— 
Stieltjes d i una funzione  oc (x) non decrescente, è che, costruita la corrispon­
dente successione { jjl/ } definita da (1.3), le due successioni d i determinanti

. D 0 , D x , D 2 , • • •, D* , • • •,

godano d i una delle due seguenti proprietà:
A) siano fo rm a ti da num eri tu tti positivi;
B) esista un intero positivo N tale da aversi:

D0 >  o , D x >  o , • • •, D n—1 >  o , D n =  D x |i  =  D n+2 =  • • • =  o ,

D x Y  o , • • - , D x _ i o , D n >  o , D n^  =  D n+2 — * * • =  o .

La dim ostrazione del teorem a seguirà da quanto  esposto nei successivi 
n. 2 e 3. Rileviam o ora che, indicata con oc (x) una soluzione del problem a 
(1.1) che abbia valore assegnato in un punto  di [o, +  co], per esempio oc (o) =  o, 
il teorem a I può essere u lteriorm ente precisato come segue. Nel caso A) i l  
problema è indeterminato , cioè può avere più di una soluzione, m a tra  esse 
non c’è alcuna funzione a scala con un num ero finito di salti; nel caso B) 
i l  problema è determinato , e l ’unica sua soluzione è una funzione a scala con 
N salti, di cui il prim o cade in un pun to  ^  >  o se Dh >  o, in =  o se Dn =  o.

Senza scapito di generalità  abbiam o supposto a (o) =  o; se ciò non fosse, 
posto a (o) =  c9 basterebbe considerare la oq ( x) =  a (x) — c, ovviam ente 
non decrescente, per ridursi al caso considerato. Nel corso della d im ostra­
zione del Teorem a I del n. 3, si vedrà come in luogo di assegnare il valore 
di a (x) in x  =  o, lo si poteva assegnare in un qualsiasi pun to  di [o , +  00].

2. E quivalenza  col problema generalizzato  d ei m om enti. -  Onde 
pervenire alla dim ostrazione del teorem a del num ero precedente, prem ettiam o 
il segiiente teorem a che m uta  il problem a definito in (1.1) in uno equivalente.

TÉOREMA I. — Tutte e sole le soluzioni a (oc) del problema (1.1) sono pure  
soluzioni d i quello determinato da

+°°
(2-0  [*/.= / e~x x l à&(x), (/ == o , 1 , 2 • • •),

con la {\Lz} definita da  (1.3).
Dimostrazione. -  Se a (Y) verifica le ( i .r ) ,  tenuto  conto di (1.2) e (1.4), 

si ha, per k  =  o , 1 , 2 • • •,

y  ( - i ) 7
&  ^ t /}1

+00

o

k
{ - 1)1 X1 
{k—/)! (/!)2 da. (x)

k ,
V  I)/
S i  (-6-01

+ 00

+  00

o
x l da (x)

e quindi per ogni intero l  o deve essere pi/ = e — x  x i cioè debbono
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valere le (2.1). V iceversa se a (x) verifica le (2.1), osservato che si può scrivere 

e tenuto  conto delle (1.3), risu lta

c o 2 2  ( -  o*
ck

( l  k )  ! (/!)* 2 ( - i f
iSL (/ “ ^ )! W

e~x l^k (x) da (x) ,

onde per l ’a rb itra rie tà  dell’intero /  >  0, valgono le (1.1) e quindi la tesi.
Al problem a definito da (2.1) darem o il nome di problem a generalizzato 

dei m om enti, o dei m om enti rispetto  alla funzione peso e~x nell’intervallo 
[o +  00].

In luogo del problem a (2.1) equivalente a (1.1) ne risolveremo uno che 
lo com prende e che può essere u tile  per lo studio di problem i dei m om enti 
rispetto  funzioni peso che non siano necessariam ente e~x ; vedi per es. il n. 4.

3. I l  p ro b le m a  g e n e r a l i z z a to  d e i m om enti. -  D ata  una successione 
di num eri reali {  bk}, si vogliono determ inare le condizioni necessarie e suffi­
cienti, perché esista in [0 , + 0 0 ] ,  una funzione non decrescente tale che 
risulti

+ 0 0

(3-0  b k = [ x kg ( x )  d$ ( x ) ,  (k =  o , 1 , 2 , • • •),

essendo ^ ( i ) e C [ o ,  +  00] una funzione assegnata in modo che g  (x) >> o 
per x  e  (o , +  00), potendo anche essere infinitesim a od infinita nei pun ti 
estrem i (2h

C ostruite due successioni di determ inati { 3)*} , {3)^} del tipo (1.5) e (1.6), 
con i n u m e r i)^  assegnati

bQ h  • * * bn

(3-2) =
K b. • bn + 1

bn bn+i n

h K  • bn

( 3- 3) =
b. bi • bn-\-x

bn bn + x b 2 n— ]

si ha il seguente teorema:
TEOREMA i. — Condizione necessaria e sufficiente perchè, per una asse­

gnata successione d i num eri reali {bk}, esista in  [o, -f- 00] una funzione non

(2) In  particolare potrebbe essere g (o) >  o.
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decrescente p ( x f  tale che valgano le (3.1), è che le due successioni d i determi­
nanti { }, godano d i una delle seguenti proprietà:

A) siano fo rm a ti da num eri tu tti positivi,
B) esista un intero positivo N tale da aversi

2)0 ^  O , O , • • •, ®N~i O , =  ®N+i =  ®N+i =  * • • =  o ,

®i >  O , , >  O , S>n >  O , ®n+ i =  ®N+2 =  • * * =  O .

Assegnato che sia il  valore di (3 (oc) in un punto a o (o -f- 00) si ha che ^  nel 
caso A) i l  problema può avere p iù  d i una soluzione, ma tra esse non v i è alcuna 
funzione a scala con un numero fin ito  d i salti; nel caso B) i l  problema è determi­
nato e Punica sua soluzione è data da una funzione a scala con N salti, dei quali 
i l  prim o è in  un punto  ^  >  o se >  o in  =  o se 3)^ =  o.

Dimostrazione. -  La condizione è necessaria. Osserviamo che dato  il segno 
di g  (a) e Ìa non decrescenza di (3 (x) supposta esistente, le (3.1) possono 
scriversi

+ 0 0  A

b k — i x kg(x) .d$ (x )  =  lim / x kg  (oc) dp (x)
J A —> + 0 0  J
o X —>0 X

avendo posto

(3-4) F  (x) =  c +  J g  (x) dp ( x ) .
a

È ovvio che risu lta  F  (x) non decrescente in [o -fi 00]; ne segue che i { bk) sono 
i m om enti ordinari della F  (oc) in [o, -f- 00] e per i determ inanti (3.2), (3.3), 
form ati con essi dovrà necessariam ente risu ltare  uno dei due casi del teo­
rema. Basta osservare che se p (x) è a scala con N salti, p x , p2 , • • - , p  , nei 
p un ti , 52 ì * • * ì > tale è pure la F  (x), con salti qx , q2 nei medesimi
putiti, óve è posto q. — p . g  (£,-). Se invece p (oc) non ha un num ero finito di 
salti, tale risu lta  anche la F  (x). In entram bi i casi la teoria del classico p ro ­
blem a dei m om enti (vedi [1]) porta  alla tesi.

La condizione è sufficiente. In fa tti non appena i {bk} sono tali che i 
{®*} e verificano le ipotesi A) o B) del teorema, è sempre possibile
(vedi [3]) risolvere il seguente problem a dei m om enti

+ 0 0

(3-5) bk =  j x k d<J> (x) , (k =  o , 1 , • • •),
0

con ( f)  non decrescente e (o) =  o, potendo essere la (oc) indeterm inata 
nel caso A), però non fa tta  a scala con un num ero finito di salti, oppure

+00

=  lim / x k dF (x) =  1 xk dF (x),
-+00.

(3) Se o <  g  (o) <  +  00 si può anche prendere a — o.
(4) Vedi per esempio [2].
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determ inata  a scala con N salti nel caso B) il prim o in %x >  0 se ^)n >  o, 
in =  o se =  o.

R ispetto  tale 41 (x) esiste allora il seguente integrale
X

(3-6) $(x)  =  c +  f g  ( t )~J (f) ,

che definisce una (3 (x) non decrescente, indeterm inata o determ inata  se tale

è la (x), con gli eventuali salti nei m edesimi pun ti , e con i pesi p.  =
ove q. indicano i pesi eventuali della ^ (x)\ se a scala tale è (3 (x). 

Poiché risu lta  per X <  A
A A + oo

o <  j 1 x* g  (x) d (3 (x) =  j  x k d^ (x) <  I x k d^ (x) =  bk ,
ì, O

9i

per ogni valore di k, ed esiste finito il lim ite per X->o, A - » +  o o , dell’integrale 
a secondo m em bro, dovrà esistere anche quello del prim o m em bro con il

+ oo

medesimo valore, esiste dunque / x kg ( x )  d (3 (x), per ogni valore di k  e si ha

+ oo + oo

(3-7) j x *  d<J* (x) =  j x kg  (x) d (3 ( x ) .
o  o

C onfrontando il risu lta to  o tten u to  con la (3.5) ne segue che la (3 (x) definita 
da (3.6) è certo soluzione del problem a (3.1), e per le p roprietà sopra rich ia­
m ate, derivanti da quelle della ^ (x)y essa verifica le condizioni A) e B) del 
teorem a che risu lta  quindi com pletam ente dim ostrato.

Si può ora osservare a spiegazione della no ta (3>, che se o < ; g  (x) << +  oo, 
la (3.6) può sostitu irsi con la

X

(3 -6') P (x) =  C +  j g  (/)-*  dtp (t) ,
O

o, se si vuole, con la
X

(3 -6") P (x) =  j g  (? )-1 d^ (t) .
o

Torniam o ora al problem a definito da (1.1). Il teorem a fondam entale ad esso 
relativo risu lta  im m ediatam ente dim ostrato , non appena si tenga conto del teo­
rem a di equivalenza stabilito  al n. 2, e si risolva il problem a dei m om enti con 
peso e~x defiinito da (2.1). Ciò è im m ediato non appena nei risu lta ti stab iliti 
al teorem a I di questo paragrafo si ponga g  — e~x e si ado tti la forma (3.6") 
per la costruzione della soluzione. T u tto  ciò, come è ovvio, dopo aver preci­
sato che i {&k} dati per il teorem a I, vanno sostituiti con i {[Ji/} dati da (1.3).
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4. C o e f f i c i e n t i  d i  L a g u e r r e - S t i e l t j e s  g e n e r a l i z z a t i . -  Tenuto conto 
dei risultati ottenuti nel paragrafo  precedente, si può im m ediatam ente risolvere, 
per ogni num ero reale v > • — i, il seguente problem a che direm o di L aguerre - 
S tieltjes generalizzato. A ssegnata una successione di num eri reali {Civ)} si 
richiedono condizioni necessarie e sufficienti per resistenza di una funzione 
non decrescente y<v) (.x) tale che risulti

+ 0 0

(4 .1) civ) = r(v + / + iykx f xv/2 e- xi2 UY>(x) dy(v>(x), {k = o , 1 , 2, • • •),

ove con

(4.2) Liv) (x) =  x - v  e- —  (xk+‘ e~x) =  k  \ F (v -f- k  -f- 1)
k 77

y  (— 1) ‘ *  _____
/ ) i r ( v + / + i ) / i »

si sono indicati i polinomi di Laguerre generalizzati di ordine v >  — i.
R ispetto  al problem a stud ia to  al n. i vanno apporta te  alcune modifiche 

formali. In luogo delle (1.3) si introducono le

/  q ( v )

(4.3) [4V) =  r ( /  +  v +  1)/! 2  (—  0* (/A ) !  ’ (/ =  o , 1 , 2 • . ) ,

e parim enti, in luogo delle (1.4), le

k (__ „(v)

4̂ '4") Ck =  r(v  +  / +  1) 11 (k — /)! 5 (£ =  0 , 1 , 2 , . . . ) .

I determ inan ti (1.5), (1.6) sono sostitu iti dagli analoghi form ati con i fx(v) 
in luogo dei p,/ definiti da (1.3). Ciò fa tto  il problem a con procedim ento an a­
logo a quello seguito al n.*2 è rido tto  a quello equivalente dato  da

+ 0 0

(4-5) =  / x y,z e~xl2 x l dy<v)(V), (/ — o , 1 , 2 , • • •) ,

per il quale valgono tu tte  le ipotesi ed i risu lta ti stab iliti al n. 3, per il p ro­
blem a generalizzato dei m om enti, non appena si ponga g  =  e ~x>2 x vl2, In  dette  
circostanze si ha per il problem a in esame un risu ltato  form alm ente identico 
a quello del teorem a I del n. 3 e quindi al teorem a I del n. 1, ciò che per 
brev ità rinunciam o a riportare  com pletam ente. Interessa rilevare solo che 
in condizioni di valid ità dei c ita ti teoremi la soluzione y(v) [x) del problem a 
'(4.1) ha la form a

X

(4-6) yW (x) =  c +  i t ~ yl* dFM (t),

ove la F (v> (x) indica al solito la soluzione del problem a classico dei m om enti
+ 00
x l dF (v> (x) ,

o
(4-7) ( / =  o ,  1 , 2 • •)
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certo esistente per le ipotesi fa tte  nei cita ti teoremi. È  u tile ricordare che 
d e tta  y(v)(V) risu lta  determ inata  o meno tu tte  le voltè che tale è la F v>(V). 

Si osservi che nel caso partico lare v =  o le (4.1) si riducono a
+00

(4 -8) Ck = 1e~*l° L i  (x) d y ( x ) ,  (k =  o , i , 2 , • • •) ,
o

che dà luogo ad un problem a che direm o ancora di L aguerre-S tieltjes, anche 
se esso è form ulato con una funzione peso diversa da quella che figura in ( i . i ). 
In  quanto  precede abbiam o sem pre tralasciato di esporre i procedim enti 
per la costruzione effettiva della soluzione dei problem i in esame a partire  
dalla successione dei coefficienti assegnati. D ato  che è stato  indicato il p ro­
cedim ento per passare dal problem a classico dei m om enti a quello genera­
lizzato, poiché e no ta la teoria per costruire la soluzione del prim o problem a 
a p artire  dai coefficienti, ci è sem brato inutile riportarla  in questo lavoro. 
P arim enti per lo stesso m otivo abbiam o rinunciato  ad un più profondo esame 
dei casi di indeterm inazione. Per tu tto  ciò si può rinviare ai già citati
[1] e [3].
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