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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Sulle formule di quadratura relative ad 
intervalli illim itati^. Nota I di A ld o  G h iz z e tti ,  presentata (**} dal 
Socio M. P lC O N E .

In  un  precedente lavoro [1] ho indicato un procedim ento generale per 
costruire form ule di q u ad ra tu ra  relative ad intervalli lim itati. Mi propongo 
in questa N ota di estendere tale procedim ento al caso di in tegrali su intervalli 
illim itati. Per fissare le idee mi riferirò al caso dell’intervallo  (a , -f- 0 0 ); per 
(—  00  , +  0 0 ) si po trà  procedere in modo del tu tto  analogo e mi lim iterò 
pertan to  ad enunciare il risu lta to  finale.

In  questa N ota son d a ti so ltan to  i teoremi generali, senza la costru
zione di esempi particolari e senza lo studio delle questioni di convergenza 
(cfr. [2]). Di questi u lteriori compiti si stanno a ttu a lm en te  occupando alcuni 
ricercatori del Gruppo di Ricerca n. 22 del C om itato Nazionale per la M ate
m atica del C .N .R.

1. Alcuni richiami sulle equazioni differenziali lineari. -  Sia

(i.O
' jn — n

E = 2 k w  —
*=o h dxn~ h

un operatore differenziale lineare di ordine n  >  1, con a0 (x) — 1 e ah (x) 
di classe n —  h in (a , -f- 00). Considerato il suo operatore aggiuntò

J L  7 yn — h

(1.2) E* =  S ( - 0
h =  o  CÙX

per ogni coppia di funzioni u (x) , v (x), ciascuna do ta ta  di derivata 
( n — ii)-esim a assolutam ente continua, sussiste quasi ovunque Videntità d i 
Green-Lagrange

n —  1

(1.3) («) —  uE* (v) =  —  E  E j _ * - ! (9  ,
h —o

dóve si sono in tro d o tti questi a ltri operatori

(1,4) e J = 2 ( - i) * - * : S  *, (*) ,  (  ̂ =  o ,  1
h — o CIX

D etto  {yI (x) , • • •, yn (x) } un sistem a fondam entale di integrali dell’equa- 
zione, E (u) =  o, associamo ad esso il sistem a di funzioni (x) , • • -, z n (x)}

(*) Lavoro eseguito presso l’Is titu to  Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.
(**) Nella seduta del io  marzo 1962.
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univocam ente determ inato  dal sistem a di equazioni lineari
n

( i , s )  Zi =  ĥ,n— I .  (h =  o , i , - - - , n  —  1 ) .
i— I

È ben noto che (x) , • • - , z n (x )}  è un sistem a fondam entale di in tegrali 
dell’equazione aggiunta E* (v) =  o e che, considerate le due equazioni dif
ferenziali

(1,6) E (u) =  / ( * )  > E* (?) = g ( x ) ,

con /  (x) e g  (x) localm ente som m abili in (a , +  00), i loro in tegrali generali 
possono esprimersi come segue:

/
:(x) = ^ y i ( x )

0 .7 )

v  (x ) =  2 Zi (x )

«; +  / (£ ) /(£ )  d \

P*- — (5) £•(?) d?

con oc,* , p,* costan ti arb itrarie , avendosi inoltre

uIh) {%) =  2 ^  (x) +  *»'(%)/(%) d?

(1.8)

E * _ ^ _  I (w) =  2  E *_>s_ I (•%) fc —  ?•■(%) e  (£) d i

(h =  o , 1 , • • •, ^  —  1).

R icordiam o poi (vedi [3]) che sussistono le seguenti iden tità , com pren
den ti le (1,5):

n
(1,9) =  ^hk, (h , k  =  o ,  1 1).

i — I

Facciam o infine vedere che, come conseguenza di (1,9), si ha

n —  i

( J>Io) 2  E ( s y )  =  8,y » (7 , /  =  I , 2 , • • •, »).
h —o

In f it t i ,  indicato con il prim o m em bro di (1,10) e fissato l’indice i, si 
ha, per r  =  o ■ 1 , • • - , n  —  1:

n —  1 n

2 y f  = 2  y f  oy) =  2  y f  ^  =  ylr>>
y = i  ^ 5 = 0  , j =  1 h=

ciò prova evidente che X,y .= ossia la (1,10).

1 9 -  —  R E N D IC O N T I  1962, V o i .  X X X I I ,  fa s e . 3
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2. D u e  TEOREMI PRELIMINARI. -  Sia oc(x) una funzione localm ente
+ 0 0r

som m abile in (a ,  +00); per esprim ere che l’integrale j oc (x) d x  è conver-
a

gente [oppure assolutamente convergente] scriveremo oc e  I [oppure oc g L].
Supponiam o fissati, come nel n. 1, un operatore differenziale lineare 

E  di ordine n> do ta to  di aggiunto E* ed i due sistemi di integrali {yi (x)}  , 
{zì (x)}  rispettivam ente delle equazioni E (u) =  o , E* (v) =  o.

Siano poi date  in (a ,  +  oc) due funzioni: u ( x )  dotata d i derivata 
(n —  1 )-esim a assolutamente continua e g  (x) localmente sommabile, v e r i f i c a n t i  
inoltre le seguenti ipotesi:

(2 .1 )  u g e  I,

(2 .2 ) y i g G  I , Zi E (u) €  I (i =  1 , 2 , • ■ •, n).

D im ostriam o il teorem a seguente:
I. -  Siano u ( x ) yg ( x )  due fu n z io n i verificanti in  (a , -fi 00) le ipotesi 

(2 ,1 ) ,  (2 ,2 )  e sia v f i )  un arbitrario integrale dell'equazione differenziale 
E* (fi) =  g. Valgono allora le proprietà seguenti: 

oc) la funzione

(2.3) <P w  =  2  E * _ a - i  (v)
h =  o

ammette un lim ite determinato. e fin ito  per x  -> -f~ 00;
P) si può scegliere, in  uno ed un solo modo) V integrale v (x) in  guisa  

che tale lim ite sia uguale a zero [per ogni u\; 
y) si ha vK (u) e  I [per ogni v].

Dimostrazione. -  In  v irtù  delle (1,8) possiamo scrivere

u (x) =  2 ^  (x) «4 +  / Zi (£) E (u) d?

E t—h_ !  (y) =  2  E * _ ^ _ t (zj) h —  b y  (?)<?(£) d?

(h — o , 1 ,• • -, n —  1),

e quindi per la (2,3)

9 (.r) -  2 1 K»'+ ! *•(%) E (u) d? Py— \ y j  ($)g($) d£ 2 ^ * )w e : _ * _ , ( ^ ) ,

ossia, ricordando la (1,10)

9 O) =  X a; +  /  Z i  (?) E («) d? f r -  y<($)g(£) à i
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In  v irtù  delle ipotesi (2,2) si ha dunque

(2.4) lim 9 (fi) —
x-> +00 X

Ì— T

+ o°

a; 4- j Z i  (£) E («) d<;
a

+  ° °

f r - f y i ® g ( g )  d i
a

e ciò prova l’affermazione a).
Se si vuole che il lim ite (2,4) valga zero (qualunque siano le oc,-)', occorre 

e basta  ovviam ente assum ere come v (fi) quel l’integra le della E* (v) =  g  
che corrisponde a

+ 0 0

P.' =  f  J i (£ )g  (?) d i ,  (i =  1 , 2 , ■ ■ ■, n),

cioè, ricordando (1,7), che è espresso da
+ 0 0

n r
(2 , 5 ) » (* )  =  X *  (*)J  y,- (?) g  (?) d ? .

X

Infine, per provare la p roprie tà  y) basta  osservare che dalle (1,3) e (2,3) 
segue l ’id en tità

X X

j  v ( l )  E (u) d i  — j  u  (l) g  (l) d i  =  cp (x) —  9 (a) ,
a a

la quale, esistendo finiti i due lim iti lim / ug d£ [per l’ipotesi (2,1)] e
x - > + o o J

a
lim  9 f i )  [per dim ostrazione precedente], perm ette di dedurre che esiste

x —>• --j-oo
X

pure finito ili lim ite lim / vE  f i )  di;, c.d.d.
x^+ooj

a
In  luogo delle (2,2) si sarebbero po tu te  fare le ipotesi più restrittive:

(2.6) y i g  e L  , Zi E f i )  e L, (i ~  1 , 2 , • • •, n);

in tal caso però la (2,1) viene di conseguenza (anzi si ha ad d irittu ra  ug e L), 
onde il teorem a I può sostitu irsi col seguente: ,

II . — Siano u f i )  , g  f i )  due fu n z io n i verificanti in (a , -f~ °° ) le ipotesi
(2.6) e ,sin v (fi) u n  arbitrario integrale delVequazione differenziale E* (v) =  g. 
S i  ha allora d i conseguenza

(2.7) u g e E  , v E ( u ) e E

e quindi valgono le proprietà  a) e . (3) del teorema / .
Dimostrazione. -  Dalle (1,7) segue

n

u g =  H ,y ig
i — i

X

gìì +  J Z i  E f i )  di;
a

n
vE  (u) — %  zì E f i )

i  =  I
y i g  d i

a
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e quindi, tenendo conto di (2,6)
n n

\ ug  | <; X  Pi I y> g  I > | vE  (u) | <  X  & I z i È (u) | ,

con le costan ti pi , qi definite da
+  OO

P

+  OO + O O

>’ =  | *»’ | +  f \  Zi E  (u) | d£ , qi =  j (3,-1 - f  j  | | dZ, ;

da ciò, per le stesse (2,6), seguono le (2,7), c.d.d.

3. C ostruzione d e l la  fo rm u la  di q u a d ra tu ra  s u l l ’in te rv a l lo  
( a , -f~ 00). — Vogliamo ricavare una form ula di quad ra tu ra  per l’integrale

(3d ) u ( x )g  (x) dx  ,

facendo sulle funzioni u (x) e g  (x) le ipotesi qualita tive dette  nel n. 2 ed inoltre 
le ipotesi (2,1), (2,2) [oppure (2,6)], natu ra lm ente  in relazione ad un fissato 
operatore differenziale lineare E (di ordine n) do ta to  di aggiunto E*. Le 
p redette  ipotesi assicurano la convergenza [oppure l ’assoluta convergenza, 
teorem a II  del n. 2] dell’integrale (3,1).

Fissiam o in (a , +00) un num ero arb itrario  m  >  1 di p u n ti , a:2 , • • •, x m 
in modo che sia

(3>2) ^ ^  -̂ 2 <-\ * * * | OO.

D ell’equazione differenziale E* (v) =  g, consideriamo l’integrale vQ (x) che 
è individuato dalle condizioni iniziali

(3.3) Vo} (a) =  o, {h =  o , 1 , • • •, n —  i);

fcoi a ltri m  —  1 integrali a rb itra ri vx (x) , • • •, v-m — x (x) ed infine quell’integrale 
che è |definito dalla (2,5) e che indicherem o con vm (x).

Supponiam o dapprim a x m +  ° °  e sia b ^ > x m. R iprendiam o allora 
l ’id en tità  di G reen-L agrange (1,3), scrivendola

(3.4) uE* ( v ) = ~  —  X  E ? _ i -  , (v) +  VE (u ) .
h —o

In  essa poniam o v =  zv , (i =  o , 1 , • • •, m  —  1), ed integriam one ambo 
i m em bri sull’in tervallo  (xì , x i+1) ì in modo da ottenere

(3,5)

+ I xi+1
C  n —  i  P

ugàx =  — X  iu(h) E*_*—i (%')]*+I +  I vi E («) dx,

(i =  o , 1 , • • - , n i —  1);
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lo stesso facciamo sull’intervallo  (;rm , b) assumendo v =  vm : 

b b

(3>6) I ug dx  =  —  X  [«(A) , (z/w)]* +  vm E (u) d x .
J h=o m J

Xm

Som m ando m em bro a m em bro le -f- 1 relazioni (3,5), (3,6), si ricava

f* n —  1 m —  1 n —  i

(3,7) I ug d* =  — 2  2  [«<*)- E * - * - , (w)]*'+I —  2  [*W E j _ * _ , (»*)]*
h=>o  i  - o

-f- w  / Vi E (^) dx  I vm E (u) d x .

Passando al lim ite per T b -> -f- oo, ricordando le ipotesi fa tte  e le 
affermazioni (3), y) del teorem a I del n. 2, si trova

+ 0 0
n — 1 m —  1

(3.8) j u g d x  =  —  2  2  \u<h) E * _ a _ i (w)]*'+i +  2  [»W E * _ A_ !  (»»)]*=*„
A—o j=o

+  0 0

+  2 )  / Vi E  (^) da: -f- vmE (u) d x .

T enuto  poi conto che per (3,3) si ha [E * _ ^ _ x (z;0)]x==Xo =  o, q uest’u ltim a 
form ula si trasform a subito  nella

+ 00 xi-\-1
r  n —  i  m m f*

(3.9) f u g d x  =  2  2  u{h) (•*<) [E t —A—t (v ì— —1)]*=*(. +  2  ) v< E («) d x .

(con x m+1 =  + 0 0 ) ,

che fornisce la form ula di q u ad ra tu ra  cercata e che ha la m edesim a s tru t
tu ra  di quella d a ta  nel lavoro [1] per integrali estesi ad in tervalli lim ita ti.

Supponiam o invece x m =  -f  00; allora è inutile la considerazione dell’in 
tegrale vm e, fissato b f> x m^ . I , si scriverà in luogo di (3,7);

\b
n —  1 m —  2

(3,7') ug  dx - — 2  2  [«(4) E  (w)]7+1 —  2  [*W) E t * - ,  (*„_*)]*
= 0 1 = 0 2 h =  Q

X2 + I

+■ 2  J Vi E (u) +  J vm— i E (u) d x ,
x i  x m —  I

deducendo poi, con un passaggio al lim ite per b -f- 00 e ricordando le
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affermazioni a), y) del teorem a I del n. 2:

+ 0 0
n —  1 m —  2

(3>80 / u g d x —— X  X  [«w E * _ a_ i (z/,-)]*’+ i+  X  0 „_ i)]*=*
.7 A — O 2 = 0  i  h =  o
a

x i + \  + 0 0
22 —  1 222 — 2 C  f*

— lim X  EO—̂ —j (z^*— i) +  X  / vi E  («) dx  I E  (22) dar,
. r ~ > + o o  h =  o 2 = o  J  J

xi *222 — 1
vale a dire

+ 0 0
r 22--I 222 — I

(3>9') / ug  dar =  X  X  u (h) X )  (w — v{_  ,)]*=*
= 0 2 =0

X 2 +  I

+OO ^=0
lirn 2  ^  ^ n  —  A —  i ( v m — 1) +  2  / Vi E (^) d ;r , (con ;rm =  - f  oo)

Q uesta form ula (3 ,9) si può però far rien trare  nella (3,9) scrìtta  con 
2̂22 =  + o o -  In fa tti questa posizione x m =  +  00 ha l ’effetto di far com parire 
nella (3,9) i due term ini

22   I 22  I
X  E * _ A - !  ( « »  — ^ OT_ i ) ] * = + o o  =  -------- X  [u(A) ^ n - h — L ( v m -  i ) ] x = + o o  ,
h = o  h = a

+ 0 0

I  vm E (u) dx  =  o .
+ 0 0

V a inoltre avvertito  che, se x x =  a, nelle due formule (3,9), (3,9') la con
siderazione dell’integrale v0 d iventa inutile, giacché è ovvio che i term ini

xi
(x f  [E n — h — i (vt —-v0)\x=Xi e J v 0 E (u) dx  risu ltano rispettivam ente  uguali

*0
a t£h) (a) [E*_ a~ i (vì)\x=a e zero.

Possiamo riassum ere i r isu lta ti o tten u ti nel seguente enunciato:
I. — Fissati, nel modo sopraddetto, g li operatori differenziali lineari E  , E* 

d i ordine n\ i p u n ti x x , x 2 , x m; g li integrali vx , v^ , • • •, z/m_  x dell'equa
zione differenziale E * (v) =  g, con g  (x) localmente sommabile, consideriamo in  
( a , +  00), assieme alla g ( x ) ,  un'altra funzione u (x) dotata d i derivata 
(n-— 1)- esima assolutamente continua. Se queste due fu n z io n i verificano le ipotesi

(l) In  questa form ula il passaggio al lim ite indicato deve essere eseguito globalm ente
22-- I

sull’espressione 2  (vm_ 1) ; in generale non esisteranno separatam ente i lim iti
h =  o -

di «<*> e di
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(2,1) e (2,2) {oppure Vipotesi (2,6)], Vintegrale
+ ° °

ug dx  risulta convergente

[oppure assolutamente convergente] e sussiste per esso la seguente fornitila  d i 
quadratura

(3>io)

+  OO
n —  1 m

ug d x  — ^  2  A*,- u {k> (sci) - f  R ,

con

(3>n) -d -̂hi [ E w — — i  (Vz V i — i ) \ x = X £  j

( 3 , 12) R
m f*

E (u) dx  ,

ove vQ denota quelV integrale della E* (v) — g  che è individuato dalle condizioni 
in izia li nulle nel punto x  — a e vm quello individuato dalle condizioni in izia li 
nulle nel punto x  — +  00 {cioè che è espresso da (2,5)].

È  evidente che la fo rm u la  d i quadratura (3,10) risulta esatta (cioè riesce 
R  =  o) quando u è un  integrale dell'equazione differenziale E (u) =  o.

Se x t =  a è inutile la considerazione dell' integrale vQ ; se x m =  f  - 00 è inutile  
quella dell'integrale vm [e la (3,10) va intesa nel senso specificato dalla  (3,9r)]* 

Nelle ipotesi poste, la form ula (3,10) è la più generale possibile perché 
il teorem a I am m ette  un teorem a inverso che si enuncia come segue:

II. — Se le fu n z io n i u (x) , g  (x) verificano le ipotesi dette nel teorema I  
e se sussiste una fo rm u la  d i quadratura del tipo (3,10) sotto la condizione che 
E (u) =  o im plichi R  =  o, allora risultano univocamente determinati m  —  1 
integrali vx , v2 • •, vm__T dell' equazione differenziale E* (v) =  g  che, assieme a i 
due vQ , vm m enzionati nel teorema / ,  permettono d i esprimere i  coefficienti A ^  
ed i l  restò R  nel modo indicato da (3,11) e (3,12).

Dimostrazione. — L a  dim ostrazione può compiersi con lo stesso rag iona
m ento usato  .nel n. 4 del lavoro [1], con una sola varian te  nella conclu
sione. Precisam ente, ripetendo tale ragionam ento, si arriva a provare che 
sono univocam ente determ inati certi m  integrali vx , v2 , • • •, vm — x , vm della 
E * (v) =  g  in guisa che valgano le (3,11) ed inoltre la

x ì + i
m ' / *  n —  1

C3»1 3) R =  X  / Vi E (u ) &x   lim 2  u(k ) En - h - z  (V m )  ■
i —o J  # —> + 0 0  h —o

x i

Per concludere la dim ostrazione occorre e basta far vedere che questo 
Vm è proprio lUntegrale indicato nel teorem a I [cioè quello espresso da (2,5)], 
giacché dopo 1 ciò, per ra ffe rm a to n e  p) del teorem a I del n. 2, si p o trà  
afferm are che il lim ite indicato in (3,13) vale zero e quindi che sussiste per 
R Vespressione (3,12).
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Per ipotesi la E (u) =  o deve im plicare R =  o. Ne segue, ponendo nella 
(3,13) u  =  y i , (i =  1 , 2 , • • •, n), che deve essere

n  -—  1

(3. r4) lim X  E* - h - r  0 « ) =  O , (i =  i , 2 , • • •, n) ;
>■ - f  0 0  h =  o

d ?a ltra  parte  si fa [cfr. (1,7)]

n
V m =  2  Z j

J= 1

a:

fc— j
a

con certi valori delle costanti jBy, onde, ricordando (2,3) e (2,4), si vede che il 
lim ite indicato in (3,14) risu lta evidentem ente uguale a

+00

(?) (?) d? •

Si ha dunque
a

+  0 0

P.' =  / ^ ( ? ) ^ ( ? )  d?

e ciò prova che z/», è proprio l’integrale espresso da (2,5), c.d.d.


