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Matematica. — Sugli anelli soddisfacenti ad una condizione 
di Engel{* (**)\ Nota di I s r a e l  N. H e r s t e i n ,  p re s e n ta ta  (##) dal Socio 
B. S e g r e .

In un anello R  arb itrario , presi due elem enti a e b qualsiasi, definiremo, 
come al solito, il com m utatore ed i successivi com m utatori di a e b assumendo:

[a , b]x =  ab —  ba , [a , b , b]2 — [a , b\x b —  b \a , b]x , • • • .

Questi verranno rispettivam ente denom inati il primo, il secondo, ecc. com
m utato re  di a e b.

Si dice che l’anello R  soddisfa ad una condizione d i E ngel quando scelti 
com unque a e b in R  esiste un in tero  n  =  n (a , b) (dipendente da a e b) tale 
che 1’̂ —esimo com m utatore di a e b si annulli, [a , b , • • - , b]n =  o.

Diremo poi che R soddisfa ad una condizione fissa  d i E ngel quando esista 
un intero fisso n  in corrispondenza al quale valga la [a , b , • • •, b\n — o per 
tu tti  gli a , b di R

Ci proponiam o di descrivere il com portam ento degli elem enti n ilpo ten ti 
degli anelli soddisfacenti ad una condizione di Engel. Fissare la nostra  a tte n 
zione su tali elem enti è cosa na tu ra le  in quanto, se b è elem ento nilpotente 
di un qualsiasi anello, che dunque soddisfi alla bm =  o per un certo m  o, 
allora il 2 ^ -e s im o  com m utatore [x , b , • • •, b]2m di ogni elemento x  e K  
risu lta  nullo. Potrem o così al più sperare di descrivere gli anelli soddisfacenti 
ad una condizione di Engel so ltan to  per ciò che concerne l’insieme dei loro 
elem enti n ilpotenti.

I risu lta ti che o tterrem o saranno più significativi nel caso in cui R sod
disfi ad una condizione fissa di Engel.

S tabilirem o dapprim a il:
TEOREMA i. — Se  R  è semi-semplice e soddisfa ad una condizione d i 

E ngel, allora R  è commutativo.
Dimostrazione . — Poiché la p roprie tà  di soddisfare ad una condizione di 

Engel è invarian te  di fron te agli omoforfismi, e poiché un anello sem i-sem 
plice è som m a so tto -d ire tta  di anelli prim itivi, ognuno dei quali risu lta im 
m agine om om orf a di R, per d im ostrare il teorem a sarà sufficiente provarlo 
per g li1 anelli prim itivi.

Supponiam o, quindi, che R  sia un anello prim itivo soddisfacente ad 
una condizione di Engel. Essendo prim itivo, R  può essere rappresen ta to  come 
un anello denso di trasform azioni lineari di uno spazio lineare V sopra un 
corpo (com m utativo o sghembo) D.

(*) Lavoro compiuto in Roma quale Fellow della « John Simon Guggenheim Founda
tion » e col contributo della « NSF Grant G 19655».

(**) Nella seduta del io febbraio 1962.
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Se la dimensione di V  sopra D fosse più grande dell’unità, o R  sarebbe 
isomorfo a D m, l ’anello delle m atrici m  X m  su D, oppure ogni D^, per 
k  =  2 > 3 j • • • > sarebbe u n ’im m agine omomorfa di un sottoanello di R. V e
dremo d ’altro  canto che, quando k — 1, D k non può soddisfare ad una condi-

verifica facilm ente, come conseguenza della é2 — e, che [x , e , e , e] =  [x , e\ 
per tu t ti  gli x  e- D* ; se dunque scegliamo un x  tale che [x , e] =|- o non può 
mai essere zero l ’elem ento \x  , e , e , • • • e\, onde l ’asserto.

Ci rim ane dunque so ltan to  da considerare il caso in cui la dimensione di V 
su D valga uno, il che im plica che R sia un corpo; e si t r a t ta  di stabilire la 
com m utativ ità  di questo, ossia di D. Ora, se D non fosse com m utativo dettone 
Z il centro e scelto un elem ento a in D m a non in Z, esisterà un x  e D  
tale che xa  —  ax  =j= o. D ovrà inoltre esistere un intero m  y> 1 tale che 
[x , a , • • •, a]m =  o m entre invece y  =  [x , a , • • •, a]m_ , -=\= o. Quindi =|= o è 
della form a at-— ta e com m uta con a. Possiamo, perciò, scrivere y  — as dove 
s =j= 0 anche com m uta con a. Posto w  ■= ts~ x, dalle as =  y  =  at — ta , as =  sa 
deduciam o la a =  a w — wa. Q uesta im plica che risulti [w , a , • • - , a] = ±  a 
per tu t ti  i più alti com m utatori, il che esclude la possibilità che sia abbia 
\w  , a , • . ., a]n =  o per qualche n. Q uesta contradizione con la ipotesi che 
R  soddisfi ad una condizione di Engel com pleta la dim ostrazione del teorema.

Possiamo ora stabilire il
T eorem a 2 . -  Se Vanello R  soddisfa ad una condizione fissa  d i E ngel, 

allora Videale commutatore d i R  dev'essere un nil-ideale, sicché g li elementi 
nilpotenti d i  R  form ano un ideale. Questo ideale è localmente nilpotente.

Dimostrazione. -  Sia N il massimo nil-ideale di R, onde R/N non con
tiene lun nil-ideale diverso dallo (o). N ell’ipotesi che R/N fosse com m utativo, 
l’ideale com m utatore di R  risulterebbe contenuto in N e sarebbe quindi nil. 
Possiamo perciò assum ere che R  non contenga n il-ideali diversi dallo (o); e 
si traitta di d im ostrare che R  è com m utativo.

Sia W  =  { X' e R | m x — o per qualche intero m  >  o}.
E  chiaro che W  è un ideale di R. Inoltre, se fosse q* x  =  o per qualche 

intero q >  o l ’ideale generato da qx  sarebbe nilpotente; avendo assunto che R  
contenga so ltan to  il n il-ideale  banale (o), questo ci p o rta  a qx  =  o. In  altri 
term ini, se m x  =  o con m  f> o, possiamo assumere che m  sia un prodotto  di 
num eri prim i d istin ti.

Posto W , =  { j i r e R | ^  =  o} con p  num ero prim o, è chiaro da quanto  
sop ra: che W  risu lta  la som m a d ire tta  dei W p . R ileviam o inoltre che per a 
in qualunque W /, essendo per ipotesi zero ogni com m utatore ^-esim o, scelto 
k  in guisa che p k >  n  risu lta  [x , a , • • •, a\^k =  o per qualsiasi i e R .  D ’altro  
canto poiché, q uest’ultim o com m utatore può venire scritto  nella form a 
xa£k —  a #  x , sicché sussiste la xa*k =  à** x  per ogni x  e R, ossia risulta

zione di Engel. In tro d o tto  invero l’elemento
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a*k e  7̂  (Z essendo il centro di R) per ogni elemento a e  D. D a un risu ltato  
da noi d im ostrato  alcuni anni or sono [1], possiamo da qui concludere che 
l ’ideale com m utatore di Wp è un n il-ideale (di Wf).  E poiché ciò vale per ogni 
p  l ’ideale com m utatore di W  è un nil-ideale (di W). M a è ben noto che quando 
un anello R  è privo di n il-ideale  la stessa proprie tà  sussiste per ogni ideale 
di R conseguentem ente l ’ideale com m utatore di W  non può che essere lo (o), 
ossia l ’anello W  risu lta  com m utativo.

Ne consegue che, quando a , b e  W  ed f  e R  allora ar e W, donde (ar) b =  
=  b (ar) =  (ba) r  — abr, e quindi a (òr— rb) =  o. D etto  T  =  [W , R] il so tto 
gruppo additivo generato da tu t t i  gli elem enti ar —  ra , dove a e  W, r e  R, 
si ha dunque RTRC W. In base a ciò che precede si ha inoltre W R T R  =  (o). 
Perciò (R T R )2c W R T R  =  (o), ossia R T R  è un ideale n ilpotente di R. Dunque. 
[W , R] =  T  =  (o), da cui segue che W C Z .

Se a e  R  ed r  , s e R, allora ar e  W  sicché ar e  Z e (ar) s =  s (ar) — (sa) 
r  =  asr, da cui a (rs —  sr) =  o. D etto  C l’ideale com m utatore di R, dal fa tto  
che W q Z  e che W  annulla tu t t i  i com m utatori deriviamo che WC =  (o).

Posto R =  R /W  è subito visto che la nix  =  o con a  e  R ed m  un intero 
positivo, im plica la x  ~  o. Consideriam o inoltre l’anello R  =  R/N, dove N 
denota il n il-ideale  massim o di R. Anche in R  è vero che la mie =  o con m  
intero positivo im plica la x  =  o. Di più, poiché R  non contiene nessun n il-  
ideale diverso dallo (o), in base ad un  risu lta to  di A m itsu r [2], l ’anello 
R [t] dei polinom i in t  su R  dev ’essere sem i-sem plice.

In  R  rendiam o lineare l’iden tità  [x  , a , • • - , a]n+I =  o ottenendo così che 
per tu tti  gli £  , ax , • • •, an e R  deve essere S  [x , l (l), • • •, a ^ ]  = 0  dove la somma 
va estesa alle n ! perm utazioni a di 1 , 2 , • • •, n. E  poiché questa iden tità  
m ultilineare sussiste in R, essa vale anche in R [t] per tu tti  gli ~x , az , • • •, an 
di R[*]'.

Specializzando quest’u ltim a col porre , =  • • • =  =  U o tteniam o la
n ! [x , a , * • I \ n+1 =  o per x  , ti a rb itra ri in R  [t]. D a qui tosto si trae la 
[ x , % , • • ', a]n+I — o, onde R  [i] soddisfa ad una condizione fissa di Engel. 
R  (/], essendo sem i-sem plice, in forza del teorem a 1 è dunque com m utativo. 
E  poiché R C R [/] anche R  risu lta  com m utativo.

Ne discende che C, l ’ideale com m utatore di R, dev’essere contenuto  in 
N, ed è perciò un  n il-ideale. Per ogni x  e C ,  l’immagine, x, di x  in R è in C, 
onde x n&) =  o, cioè, x n ̂  e  W . R am m entando che WC =  o, da qui otteniam o 
x n == (o) ed, in particolare, o =  x n(x> x  =  x nW+l. Abbiam o così d im ostrato  
che ogni elem ento di C è n ilpo ten te , sicché C è un nil-ideale. M a R  non pos
siede n il-ideali diversi dallo (o), sicché dev’essere C =  (o), ossia l’anello R  
risu lta  Commutativo. In  v irtù  del prim o capoverso della dim ostrazione del 
teorem a 2, ne discende che in un anello generale soddisfacente ad una con
dizione fissa d i Engel l ’ideale com m utatore è un nil-ideale.

Siano ora a , b elem enti n ilpo ten ti qualsiasi di R, sicché (a +  b)k e  C per 
qualche >è, poiché C è nil ne consegue che a +  b è nilpotente. In  m odo del 
tu tto  simile risu lta  che tan to  ar che ra sono nilpotenti, quando a sia nil-

12. —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 2.
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poten te  ed r  denoti un  elem ento arb itrario  di R. A bbiam o così d im ostrato 
che gli elem enti n ilpo ten ti di R  form ano un ideale. In quest’ideale vale per 
ipotesi l ’id en tità  [% , a , • • •, a]n =  o sicché in base ad un ben noto risu ltato  
[3], l ’ideale stesso è localm ente nilpotente. E ciò com pleta la dim ostrazione 
del teorem a 2.

D a questo teorem a si è t ra t t i  a congetturare che, anche in un qualsiasi 
anello che soddisfi ad una condizione (non fissa) di Engel, gli elem enti n il
po ten ti form ino un  ideale.
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